1 Badanie przebiegu zmiennosci funkcji jednej zmiennej

Polega ono na okresleniu w jakich przedziatach funkcja roénie/maleje, w jakich punktach ma maksima/minima
lokalne. Jedli chcemy poddaé¢ funkcje bardziej szczegdlowej analizie, wyznaczamy réwniez jej asymptoty,
miejsca zerowe 1 tzw. punkty przegiecia (w nich zmienia si¢ wklesto$é/wypuklosé funkceji).

Definicja 1. Méwimy, ze funkcja y = f(z) ma w punkcie x¢ maksimum lokalne, jesli istnieje takie otoczenie
U punktu zq, ze

N\ f(x) < flao).

xzeU

Moéwimy, ze funkcja y = f(x) ma w punkcie xg minimum lokalne, jesli istnieje takie otoczenie U punktu zg,

ze
N F@) > f(xo).

zeU

Twierdzenie 1 (Fermata). Jezeli funkcja rézniczkowalna w przedziale osigga w pewnym punkcie wewnetrz-
nym x = o tego przedzialu ekstremum lokalne (tj. minimum albo maksimum), to: f'(x¢) = 0.

Twierdzenie 2.
1. Jezeli pochodna funkcji jest w pewnym przedziale dodatnia, to funkcja jest w tym przedziale rosngca.
2. Jezeli pochodna funkcji jest w pewnym przedziale ujemna, to funkcja jest w tym przedziale malejgca.

Zadanie 1.1. Zbadaj przebieg zmiennosci nastepujgcych funkcji:

a) f(xr) = -3+ 9z
b) f(x) =

¢) f(x) = +2¢—7~
Q) fla) = sl

Zadanie 1.2. Wydajno$¢ tlenku azotu NO z mieszaniny a% tlenu i (100 — a)% azotu w temperaturze 160°C
1 pod cisnieniem normalnym okresla wzor

= +/Ka(100 — a) — 25K,

gdzie K > 0 jest stalqg réwnowagi reakcji dla danej temperatury i danego cisnienia. Oblicz przy jakiej procen-
towej zawartosci tlenu a% w mieszaninie wydajnosé tlenku azotu NO bedzie maksymalna.



2 Ekstrema lokalne funkcji dwéch zmiennych
Definicja 2. Niech f: D — R, gdzie D C R? jest zbiorem otwartym (nie bedacym suma dwéch niepustych
zbioréw otwartych rozlacznych), (zg,yo) € D. Méwimy, ze funkcja f(z,y) ma w punkcie (zg,yo):

e maksimum lokalne slabe, jezeli istnieje takie sasiedztwo S punktu (zo, yo), ze

/\ f(@,y) < f(2o,v0)-

zes
Jezeli A\ cg f(z,y) < f(x0,%0), to f ma maksimum lokalne mocne w (zo, o).

e minimum lokalne slabe, jezeli istnieje takie sasiedztwo S punktu (zo, yo), ze

N @ y) > f(xo,y0)-

€S
Jezeli A\ cg f(z,y) > f(20,%0), to f ma minimum lokalne mocne w (2o, %o)-
Twierdzenie 3. Jezeli funkcja f(x,y) ma w punkcie (xo,y0) maksimum lub minimum lokalne (slabe lub

mocne) oraz pochodne czgstkowe (%)( y (% ( :
Zo,Y0 : Zo0,Y0

.. @)
T/ (z0,y0) Y7 (@o,y0)

Ponadto, jezeli w pewnym otoczeniu punktu (xo,yo) istniejg pochodne czastkowe drugiego rzedu i sg ciggle,

oraz 82 82 82
5= (55 oy~ (558 oy () <
9zdy (z0,Y0) Oz (z0,90) dy (0,90)

to f ma w punkcie (xo,yo)

1stniejq, to

/N

) <0

(z0,y0)

/N

o%f .
W) <0;

o maksimum lokalne (stabe lub mocne), gdy o)
Zo,Y0

>0 lub (g—yf) > 0.

o minimum lokalne (stabe lub mocne), gdy (g%) (w0w0)
Z0,Y0

(z0,Y0)

Uwaga.
1. Jezeli powyzej mamy § > 0, to f nie ma ani maksimum ani minimum lokalnego w (zo, yo).

2. Jezeli powyzej mamy 6 = 0, to nie wiadomo czy f ma w (xg,yo) maksimum lub minimum lokalne
(zalezy od f).

Zadanie 2.1. ZnajdZ minima i maksima lokalne funkcji (o ile istniejg):
a) f(z,y) = 2% —2y3 — 3z + 6y
b) flx,y) = a* + y* — 222 + 4oy — 2y?
c) f(z,y) = 2> + y> — 3axy, gdzie a € R stala.

Zadanie 2.2. Jakie wymiary powinien mieé¢ otwarty zbiornik prostopadioscienny o objetoséi 32 ecm? tak aby
jego pole powierzchni bylo minimalne?



3 Funkcja uwiklana jednej zmiennej

Czasem moze sie zdarzy¢, ze mamy do dyspozycji tylko funkcje, ktéra nie jest bezposrednio dana zadnym
wzorem, np. x2+y* = 5 lub e*T¥ —sin(zy) — 1 = 0. Oczywiscie, mozna na te wyrazenia patrzeé jako na zbiory
punktéw (z,y), ktére spelniaja odpowiednie réwnania. Jednakze, bez watpienia, dopuszczalne wartosci dla
y zaleza od x, tzn. mozemy traktowaé y jako funkcje zmiennej x: y = y(z). Czy da sie wyznaczy¢ y z takich
uwiktanych wzoréw? Czy bedzie on wyznaczony jednoznacznie?

Jesli 22 4+ y? = 5, to latwo zauwazyé, ze y = +v/5 — 22. Funkcja y wyraza sie przez dwa wzory. Ale jesli
sprecyzujemy, ze interesuje nas funkcja, ktorej wykres zawiera punkt (1, —2), to dostajemy juz tylko jedna
mozliwo$é: y = —v/5 — a2, Dla funkcji uwiklanej danej wzorem e**¥ — sin(zy) — 1 = 0 wyprowadzenie wzoru
na y wydaje sie niemozliwe... Jak w zwiazku z tym badaé ekstrema takich funkcji? Jak obliczy¢ pochodna
y'(2)?

Twierdzenie o funkcji uwiklanej podaje nam konkretne warunki, ktére méwia w jakich przypadkach
z funkcji F(x,y) = 0, ktérej wykres zawiera punkt (zg,yo), mozna wyznaczyé y w poséb jednoznaczny
(aczkolwiek nie méwi jak):

1. F jest ciagla w otoczeniu punktu (xo,yo),

2. pochodna czastkowa (%—5) : istnieje i jest rézna od zera.
Zo,Y0

Zeby wyznaczyé pochodna 3/ (z), w miejsce y wpisujemy y(z) i calo$é rézniczkujemy jako funkcje (jednej)
zmiennej z, traktujac y(x) jako funkcje ztozona. Np. dla funkcji uwiklanej danej wzorem

etV —sin(zy) —1=0

postepujemy nastepujaco.
Przede wszystkim, rézniczkujemy stronami rownanie

@) _sin(zy(z)) — 1 = 0.
Mamy wiec:
O (a4 y()) = cos(ay(x)) - (wy(w)) =0
e (1 4y () = cos(ay(@)) - (y(x) + a2y (x)) = 0,
a stad
Y (2) (e — cos(wy(x))x) = cos(xy(x))y(z) — TV
, o cos(zy(@))y(e) — et
y'(z) = T4y (x)
e*ty(@) — cos(zy(x))x
przy czym ostatnia réwno$é (a wiec w szczegélnosei istnienie y'(x)) ma sens tylko w tych punktach (z,y) dla
ktérych e* Y — cos(zy)x # 0.
Przy okazji zauwazmy, ze jesli oznaczymy F(z,y) = e*T¥ — sin(zy) — 1, to
or _
oy

T+

eV — cos(zy)z.

A wiec pochodna y/(z) istnieje tylko w tych punktach (zg,y0) dla ktérych pochodna czastkowa (%—z)( :
Z0,Y0
jest rézna od zera, zgodnie z zalozeniem w twierdzeniu o funkcji uwiklanej (pozostale zalozenia twierdzenia
sg spelnione: pochodna %—5 istnieje w kazdym punkcie, skoro umiemy podaé jej wzoér, a F' jako zlozenie funkcji

ciaglych jest ciagla w kazdym punkcie).



Zadanie 3.1. ZnajdZ pierwsze pochodne funkcji uwikianych okreslonych réwnaniamsi:
a) 23y — xy® = a*, gdzie a jest pewng stalg
b) ze¥ 4+ ye* —e™ =0.
Zadanie 3.2. ZnajdZ drugg pochodng w punkcie (0,1) funkcji uvwiklanej zadanej réwnaniem

2?4+ 2zy+ 1P+ —y—1=0.

3.1 Ekstrema funkcji uwikltanej jednej zmiennej

Jak zauwazyliSmy powyzej, jesli mamy do czynienia z funkcja uwiklana F(z,y) = 0, gdzie y zalezy od
zmiennej x, to o ile w otoczeniu danego punktu (zg,yo) funkcja y(x) moze by¢ przedstawiona w sposéb jed-
noznaczny (tzn. zalozenia z twierdzenia o funkcji uwiklanej sa spelnione), to nie ma dodatkowych probleméw
z wycznaczeniem pochodnej y'(x). Mozemy wiec szukaé ekstreméw lokalnych tej funkeji w podobny sposéb
jak w przypadku funkcji jednej zmiennej: warunek y’(z) = 0 musi by¢ spelniony.

Zalézmy, ze w pewnym punkcie (zo,yo) nalezacym do wykresu funkcji F(x,y) = 0 (tzn. F(xo,y0) = 0)
pochodna 3/ (z) istnieje oraz jest réwna zero. Jesli ponadto:

e y"(x0) <0, to funkecja F(x,y) = 0 osigga w punkcie (xq, o) maksimum lokalne.

e y"(x0) > 0, to funkecja F(x,y) = 0 osigga w punkcie (xq, o) minimum lokalne.
Zadanie 3.3. Zbadaj ekstrema funkcji vwiklanych danych réwnaniami:

a) 2 +2zy+y? —4dy— 1 =0,

b) 22 +y? —8x — 4y +19=0,

c) 2%+ y* — day? = 0.
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