Zalagcznik nr 2 do wniosku o wszczecie postepowania habilitacyjnego - autoreferat w
jezyku polskim

1. Imie i nazwisko: Wtodzimierz Fechner.

2. Posiadane dyplomy, stopnie naukowe z podaniem nazwy, miejsca i roku ich uzy-
skania oraz tytulu rozprawy doktorskiej:

1. magister matematyki: Uniwersytet Slaski, Instytut Matematyki, 1 czerwca
2003 r.
tytul pracy magisterskiej: Rownania funkcyjne w przestrzeni Ritza,
promotor: prof. dr hab. Roman Ger.

2. doktor nauk matematycznych: Uniwersytet Slaski, Instytut Matematyki, 2
lipca 2007 r.
tytul rozprawy doktorskiej: Nierdwnosci funkcyjne zwigzane z funkcjonatami
kwadratowymi,
promotor: prof. dr hab. Roman Ger.

3. Informacje o dotychczasowym zatrudnieniu w jednostkach naukowych:
1. 15 marca 2007 r. - 30 czerwca 2007 r.: asystent (75% etatu), Uniwersytet
Slaski, Instytut Matematyki.
2. 1 pazdziernika 2007 r. - obecnie: adiunkt (pelny etat), Uniwersytet Slaski,
Instytut Matematyki.

4. Osiagniecie naukowe, o ktérym mowa w art. 16 ust. 2 ustawy z dnia 14 marca 2003

r. o stopniach naukowych i tytule naukowym oraz o stopniach i tytule w zakresie
sztuki (Dz. U. Nr 65, poz. 595, z p6zii. zm.):

(a) Jednotematyczny cykl publikacji pt. Nierdwnosci funkcyjne o wielu zmien-
nych.
(b) Lista prac sktadajacych si¢ na jednotematyczny cykl publikacji:
[F1] Wtodzimierz Fechner, Functional characterization of a sharpening of
the triangle inequality, Math. Inequal. Appl. 13/3 (2010), 571-578.

[F2] Wlodzimierz Fechner, On some composite functional inequalities, Aequ-
ationes Math. 79/3 (2010), 307-314.



[F3] Wlodzimierz Fechner, Four inequalities of Volkmann type, J. Math.
Inequal. 5/4 (2011), 463-472.

[F4] Wiodzimierz Fechner, A note on alienation for functional inequalities,
J. Math. Anal. Appl. 385 (2012), 202-207.

[F5] Wtodzimierz Fechner, Hlawka’s functional inequality, Aequationes Math.
(2012) doi=10.1007/s00010-012-0178-2.

|[F6] Wtlodzimierz Fechner, Inequalities connected with averaging operators,
Indagationes Math. 24 (2013), 305-312.

[F7] Wtodzimierz Fechner, Functional inequalities motivated by the Laz-
Milgram theorem, J. Math. Anal. Appl. 402 (2013), 411-414.

(c) Opis celu naukowego wyzej wymienionego cylku prac i osiagnietych wynikow
wraz z omowieniem ich ewentualnego wykorzystania:
Celem naukowym przedtozonego cyklu prac jest zbadanie wybranych proble-
mow teoril nier6wnosci funkeyjnych o wielu zmiennych wraz z ich mozliwymi
zastosowaniami oraz zwigzkami z innymi galeziami matematyki. Rozwiazania
postawionych probleméw stanowia wktad habilitanta w rozwoj teorii nierow-
nosci funkeyjnych. Narzedzia i techniki dowodowe, ktére autor wypracowal
w trakcie swoich badan znacznie wykraczaja poza wachlarz standardowych
metod stosowanych do podobnych probleméw i stanowia dodatkowy wklad
habilitanta w rozwoj dziedziny. Ponadto, w pracach przedlozonego cyklu od-
kryte sa nowe zwiazki teorii nierownosci funkeyjnych z elementami teorii ope-
ratoré6w oraz teorii multifunkcji.

Wprowadzenie.

Rozpoczniemy od krotkiego oméwienia dwoch najbardziej podstawowych w naszych
badaniach nier6wnosci funkcyjnych. Jest to nier6wnogé definiujaca funkcje wypukte w
sensie Jensena oraz nieréwnos¢ funkcji podaddytywnych. To ta druga nier6wnos¢ petnié
bedzie centralna role w naszych dalszych rozwazaniach.

Zalozmy, ze (X, +) jest potgrupg abelowa z jednoznacznym dzieleniem przez dwa, D
takim podzbiorem X, ze %($+y) € D dla wszystkich z,y € Di f: D — R jest dowolna
funkcja. Mowimy, ze f jest wypukta w sensie Jensena, jesli

f<m><w z,y € D.
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Zalozmy dodatkowo, ze X jest rzeczywista przestrzenia liniowg i zbior D jest wypukly.
Funkcje f: D — R nazywamy wypuktq, jesli

Oz + (1= Ny) < M(@) + (L= NFy), zyeD, Ae]

Kazda ciggta funkcja wypukla w sensie Jensena okreslona na wypuktym podzbiorze
rzeczywiste] przestrzeni liniowo-topologicznej jest wypukta. Poniewaz istnieja nieciggte
funkcjonaty liniowe, wiec istnieja tez nieciagle funkcje wypukle. Nieciagta funkcja ad-
dytywna na prostej jest przykladem funkcji wypuklej w sensie Jensena, ktéra nie jest
wypukla. 7 drugiej strony, bardzo stabe warunki regularnoéciowe narzucone na funk-
cje wypukla w sensie Jensena implikuja jej ciaglo$é. Twierdzenie Bernsteina-Doetscha
orzeka, ze kazda funkcja wypukla w sensie Jensena okreslona na otwartym i wypuktym
podzbiorze rzeczywistej przestrzeni liniowo-topologicznej, ktora jest ograniczona z gory
na pewnym niepustym zbiorze otwartym, jest ciggla. Z kolei twierdzenie Sierpinskiego
mowi, ze mierzalna w sensie Lebesgue’a funkcja wypukla w sensie Jensena okreslona na
otwartym i wypuklym podzbiorze R™ jest ciagta. Detaliczna dyskusja tych pojeé jest
przedstawiona w monografii Marka Kuczmy [12].

Sytuacja jest dalece mniej komfortowa w przypadku drugiej nier6wnosci funkcyjnej.
Zalozmy, ze (X, +) jest polgrupa abelowa i f: X — R jest dowolng funkcja. Moéwimy,
ze f jest podaddytywna, jesli

flz+y) < fl@)+ fly), z,ye€X.

Nie sa prawdziwe odpowiedniki twierdzen Bernsteina-Doetscha i Sierpinskiego dla funk-
cji podaddytywnych. Istniejg nieciggte funkcje podaddytywne o relatywnie wysokiej
regularnosci. Oméwienie znanych rezultatow dla tej klasy funkcji znajduje sie np. w
monografii E. Hille, R.S. Philips [9].

Wazng dla nas klasa odwzorowari sg funkcje podliniowe. Niech (X, +) bedzie pol-
grupg abelowy i f: X — R. Funkcje f nazywaé bedziemy podliniowg, jesli jest ona
podaddytywna oraz

f2x) =2f(z), zelX.

W szczegdlnosci kazda funkcja podliniowa jest wypukla w sensie Jensena. Ponadto,
znana jest nastepujaca reprezentacja funkeji podliniowych.

Twierdzenie 1 (R. Ger [6]). Zaldzmy, ze (X,+) jest grupg abelowg i f: X —
R jest parzystq funkcjq podliniowg. Woéwczas istniejq: przestrzeri Banacha E i takie
odwzorowanie addytywne A: X — E, Ze f ma nastepujgcg reprezentacje:

fl@) = |A(@)ll, =eX.



Dodajmy jeszcze, ze przestrzen Banacha F, o ktorej mowa w powyzszym twierdzeniu
moze by¢ wskazana konstruktywnie, jako przestrzen ciagéw ograniczonych na pewnym
zbiorze z norma supremum.

W cyklu prac [F1-F7] koncentrujemy sie na wybranych zagadnieniach teorii nier6w-
nosci funkeyjnych, w ktorych rozwijane sa nowe techniki dowodowe. Badania rozpoczete
zostaly od prostszych zagadnieri, w ktorych opieraliémy si¢ na znanych wczesniej podej-
Sciach. Wraz z postepem badai pojawialy sie problemy, ktore opieraly sie tradycyjnym
metodom i konieczne byto wypracowanie bardziej zaawansowanych narzedzi. Pierwsza
metoda wprowadzona przez autora polega na uzyskaniu efektu “rézniczkowania” obu
stron nieréwnosci lub “odejmowania” dwoch nieréwnosci stronami. Podejscie to pozwo-
lito autorowi bada¢ nowy typ probleméw, tzw. nieréwnosci funkcyjnych ze zlozeniami
funkcji niewiadomej. Drugie narzedzie zostalo wprowadzone w pracy [F7] i dotyczy za-
stosowania multifunkcji i twierdzen o selekcji dla nieré6wnosci funkcyjnych. Rezultat ten
przedstawiamy bardziej szczegotowo w ostatniej sekcji niniejszego omowienia.

Twierdzenie Radulescu o charakteryzacji operatoréw liniowo-multyplikatywnych
i wynik Hammera. Alienacja nieréwnosci funkcyjnych.

Zalozmy, ze X jest zwarta przestrzenia topologiczna Hausdorffa i C(X) jest prze-
strzenig wszystkich rzeczywistych funkcji ciaglych na X wyposazona w norme supre-
mum. Marius Radulescu w pracy [16] wykazal, ze jesli operator T: C(X) — C(X)
spelnia nastepujacy ukltad nieréwnosci:

{Tg+m > T(f)+T(g), (1)
T(f-9) > T(f)-T(g),

dla wszystkich f, g € C(X), to istnieja: zbiér otwarto-domkniety B C X i taka funkcja
ciaglta p: X — X, ze

T(f)=xB"foep
gdzie x oznacza funkcje charakterystyczna zbioru. W szczegélnosci, operator T jest wiec
liniowy, multyplikatywny i ciagly.

Jean Dhombres w pracy [4] badal uktad réwnari funkcyjnych:

{ﬂx+w = flz)+ f(y), @)
flzy) = f(@)f(y),

pojedyncze rownanie, powstale poprzez dodanie stronami obu réwnan uktadu (2), czyli
réwnanie:

flz+y) + fzy) = f(z) + fy) + f(2)f(y), (3)
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a takze bardziej ogolne réwnanie:
af(zy) +bf(2)f(y) + cf (@ +y) +d(f(z) + f(y)) = 0.

Zalozmy, ze dany jest pewien abstrakcyjny uklad rownan lub nieréwnosci funkeyj-
nych (U) oraz odpowiednio: réwnanie lub nieréwnoéé (E), ktora powstata poprzez do-
danie stronami obu zwiazkow z (U). Oczywiscie kazde rozwiazanie (U) spetnia (E). Jesli
prawdziwa jest implikacja odwrotna, to méwimy, ze dla uktadu (U) zachodzi zjawisko
alienacyi.

Dhombres w swojej pracy podaje warunki, pod ktérymi kazde rozwigzanie réwnania
(3) spetnia uktad (2), wystepuje wiec efekt alienacji dla addytywnego i multyplikatyw-
nego réwnania Cauchy’ego z uktadu (2). Pojawia si¢ pytanie, czy podobne zachowanie
Jest rowniez charakterystyczne dla ukladu nieréwnosci (1). Intuicyjnie oznaczaloby to,
ze pod pewnymi zatozeniami jest mozliwe “odejmowanie stronami” od siebie dwoéch nie-
rownosci. Pierwszy wynik w tym kierunku uzyskat Claus Hammer w pracy [8]. Wykazal
on, ze ciggla i rozniczkowalna w zerze funkcja f: R — R spelnia nier6wnosé

fE+y)+ fley) > f2) + fly) + f(2)fly), z,yeR (4)
wtedy i tylko wtedy, gdy f jest stale réwna zeru lub
fl@)=z+ 2= 1(@’”— 1), zeR,

a
gdzie a = f/(0) > 1.

Praca [F4] poswiecona jest gltebszemu zbadaniu nakre$lonego powyzej problemu.
Wprowadzona jest metoda, kt6ra roboczo nazwiemy “rézniczkowaniem nieréwnosci stro-
nami”. Podejscie to jest modyfikacja rozumowania z wspomnianej powyzej pracy Ham-
mera [8] i rozwinigte zostalo réwniez w oméwionych w kolejnych sekcjach artykutach [F2]
i [F5]. Ogoélna idea polega na rozwazaniu odpowiednich ilorazéw roznicowych i wykaza-
niu z uzyciem badanej nieréwnosci, ze ilorazy te spelniaja pewne oszacowania. Czasem
udaje si¢ udowodni¢, ze funkcja rozwiazujaca badana nieréwno$é musi by¢ rézniczko-
walna w sposéb ciagly (wyniki z prac [F4] i [F5]), w innych przypadkach konieczne jest
zatozenie wyzszej regularnosci funkeji niewiadomej (wyniki zawarte w pracy [F2]). Da-
lej, wykonujac przejScia graniczne otrzymujemy zwykle pewna nier6wnosé¢ lub rownanie
rozniczkowe, ktére po rozwigzaniu doprowadza nas do og6lnej postaci rozwiazan wyjscio-
wej nieréwnosci. W pracy [F4] (opublikowanej w roku 2012, ale wystanej do redakcji we
wrzesniu 2009 r.) udalo si¢ zastosowaé te metode w elementarnej formie. Problemy oma-
wiane w (pozniejszych) pracach [F2] i [F5] okazaly sie trudniejsze, réwniez technicznie i
wymagaly znacznych modyfikacji naszego pierwotnego podejécia.
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Pierwszy lemat dotyczy ogoélnej sytuacji z dwiema funkcjami niewiadomymi.

Lemat 1 ([F4, Lemma 1]). Zatézmy, ze funkcje f: R — R i g: R — R sq rdznicz-
kowalne w zerze, g jest ciggta oraz o, f € R sq dowolnymi statymi. Jesli f i g spetniajg
warunek f(0) = ¢g(0) = 0 oraz nierdwnosé funkcyjng

alf(z+y) = f(x) = f(y)] + Blg(zy) — g(x)g(y)] > 0, =,y € R, (5)

to zachodzi réwnosé

a(f'(z) = f(0)) = Bg'(0)(g9(z) — z), =z€R.

Jesli ponadto oo # 0, to f jest rézniczkowalna w sposdb ciggly.

Zauwazmy, ze lemat ten jest uogélnieniem znanego faktu moéwiacego, ze funkcja
podaddytywna f: R — R, ktora jest rozniczkowalna w zerze i spelnia f (0) = 0 jest
postaci f(z) = f'(0)z dla wszystkich z € R (wystarczy przyja¢ w lemacie ¢ = 0 oraz
o =-1).

Lemat 1 pozwala nam zredukowa¢ problem rozwiazania nieréwnosci funkcyjnej (5) z
dwiema funkcjami niewiadomymi do przypadku nieréwnosci z jedna funkcja niewiadomg.

Nastepnie, uzyskalismy uogolnienie oméwionego wezeéniej wyniku Hammera.

Twierdzenie 2 ([F4, Theorem 1|). Zaldzmy, ze funkcja f: R — R jest rézniczko-
walna w zerze i ciggta, f(0) = 0 oraz b,c € R sq niezerowymi statymi. Wowczas f
spetnia nieréwnosé

flx+y)+bf(zy) > f(2) + fly) +cf(2)fly), zyeR (6)
wiedy @ tylko wtedy, gdy f = 0 lub

ac—b. .. b
f(x>_ a2 [6 —1]_*_2

z, x€R,
gdzie a = f'(0) i ponadto ac > 0 oraz (ac — b)bc > 0.

Z powyzszego twierdzenia wnioskujemy, ze efekt alienacji dla badanego uktadu nie-
rownosci zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy f =0 1lub f/(0) = 2 ([F4, Corollary 1]).

Przypadki ¢ = 0 lub b = 0 w nieréwnosci (6) sa zbadane w ponizszych dwéch
twierdzeniach.
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Twierdzenie 3 (|F4, Theorem 2|). Zaldzmy, ze funkcja f: R — R jest rozniczko-
walna w zerze i cigglta, f(0) = 0 oraz b € R jest dowolng statq. Wowczas [ spetnia
nierownosé

flz+y)+bf(zy) > f(z)+ fly), z,yeR
wtedy 1 tylko wtedy, gdy .
flz) = —§abx2 +azr z€R,

gdzie a = f'(0) i ponadto jesli b # 0, to a < 0.

Twierdzenie 4 ([F4, Theorem 3|). Zaldzmy, zZe funkcja f: R — R jest rdzniczko-
walna w zerze i ciggta, f(0) = 0 oraz ¢ € R jest dowolng statq niezerowq. Wowczas f
spetnia nierdwnosé

flz+y) > f(z)+ f(y) +cf(2)f(y), z,yeR

wtedy 1 tylko wtedy, gdy
1
flz) ==[e**—-1], z€R,

gdzie a = f'(0).

Tozsamo$¢ Tarskiego i pewne wzmocnienie warunku tréjkata.

Nastepujaca elementarna identycznos¢ zostala zauwazona przez Alfreda Tarskiego
(por. [18]):
el =yl | = |z +yl+ |z -yl = |l — lyl, zyeR (7)

Lech Maligranda w pracy [14] wykazal, ze identycznosé (7) nie jest spelniona w wymiarze
wyzszym niz jeden, ale w dowolnej przestrzeni unormowanej prawdziwe jest nastepujace
oszacowanie:

[ lzll = llyll| < llz + il + lle = yll = =] = llyll < min{[le +yll, |z —yll}. (@)

Nie wykorzystujac zadnych (!) dodatkowych wlasnosci normy mozemy z (8) tatwo wy-
prowadzi¢ obie nieréwnosci trojkata: ||z + y|| < ||z|| + |Jy|| oraz | ||z]| — ||y | < ||z — y]|-
Nieré6wnos¢ (8), traktowana jako wzmocnienie warunku tréjkata, postuzyta wraz z po-
dobnymi zwigzkami jako motywacja do badan opublikowanych w pracach [F1], [F2] i
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[F3]. Zajmowalismy sie w nich odpowiednimi nieréwnosciami funkcyjnymi, ktore, zgod-
nie z ich motywacja, sa wzmocnieniami warunku podaddytywnosci.

Pierwszym badanym problemem zwigzanym z tozsamoscia Tarskiego (7) i nieréwno-
$cia (8) wykazana przez Maligrande jest réwnanie funkcyjne

|f(@) = fW)| = flz+y) + flz—y) — fz) — fy) (9)

oraz niero6wnoscé

|f(@) = fWI < fl@+y) + flz—y) = fl2) = fy) <min{f(z+y), f(z—y)}. (10)
W pracy [F1] udowodniliémy nastepujace dwa twierdzenia.

Twierdzenie 5 ([F1, Theorem 1|). Zatozmy, ze (X, +) jest grupq abelowq i funkcja
f: X — R znika w zerze. Wowczas f spetnia (10) wtedy i tylko wtedy, gdy istniejq:
przestrzen unormowana (E, || - ||) i takie odwzorowanie addytywne A: X — E, ze

f(z) =]A(z)|l, =€X.

Twierdzenie 6 ([F1, Theorem 2|). Zatdzmy, ze (X, +) jest grupg abelowqg i f: X —
R jest dowolng funkcjg. Wowczas f spetnia (9) wtedy i tylko wtedy, gdy istniejg: odwzo-
rowanie addytywne A: X — R i taka stata c € R, Ze

flz) = |Alz)| +¢, zEX.

Dowodzimy rowniez stabilnosci w sensie Hyersa-Ulama rownania (9) ([F1, Theorem
3 oraz Corollary 4]). W dowodzie twierdzenia 5 wykorzystaliSmy zacytowane we wstepie
twierdzenie 1 Gera. Z kolei twierdzenie 6 jest tatwa konsekwencja twierdzenia 5.

Peter Volkmann w bezposredniej dyskusji z autorem zauwazyl, ze twierdzenie 6 moz-
na wyprowadzi¢ z pewnych wynikéw Chaljub-Simon i Volkmanna z pracy [3]. Badali oni
nastepujace dwa roéwnania funkcyjne:

max{f(z +y), f(
f

) (11)
min{ f(z +vy), f(z —

t ;
y)}t = 1f(z) = f)l, (12)
dla funkcji niewiadomej f: R — R.



W kontekscie powyzszych rezultatow dla nieréwnosci (10) i jej zwiazku z réownaniami
(11) i (12) naturalne jest pytanie o rozwiazania nieré6wnosci funkcyjnych pochodzacych
bezposrednio od réwnan (11) i (12):

max{f(z +y), f(zr —y)} < f(z) + f(y), (13)
max{f(z +y), f(x —y)} > f(z) + f(y), (14)
min{f(z +y), f(x —y)} > |f(z) — f(v)], (15)
min{f(z +y), f(z — )} <|f(z) — f(v)]- (16)

Nieréwnosci te dla funkcji rzeczywistych okreslonych na grupie abelowej, nazwane nie-
rownosciami typu Volkmanna, sa przedmiotem badan zawartych w pracy [F3|. Zauwazo-
ny jest brak symetrii miedzy odpowiadajacymi sobie parami nieréwnosci (13) i (14) oraz
(15) i (16). Dalej, dowodzimy, ze kazde znikajace w zerze rozwiazanie (13) jest parzysta
funkcja podaddytywna. Ponadto, jeéli rozwiazanie tej nieréwnosci znika w dowolnym
punkcie, to znika w zerze. Co wiecej, zbior miejsc zerowych tej funkcji tworzy podgru-
p¢ addytywna dziedziny. Analogiczne zachowanie cechuje rozwiazania nieréwnosci (15).
Roznica dotyczy zbioru miejsc zerowych: kazdy punkt ze zbioru miejsc zerowych rozwig-
zafi (15) jest okresem funkeji f. Dla nieréwnosci (14) i (16) ograniczamy sie do podania
listy przyktadéw, ktore ilustrujy jak stabymi warunkami sa te nieréwnosci w stosunku
do odpowiadajacych im nieréwnosci przeciwnych.

Technika dowodowa “rézniczkowania nieréwnosci stronami”, ktora byla juz prezen-

towana w poprzednim paragrafie zostala zastosowana w pracy [F2] dla kolejnych trzech
nieréwnosci funkcyjnych motywowanych przez zwiazki (7) oraz (8):

FU@) = f@) < fle+y)+ f(flz—y) - f(z) - fly), z,y€eR, (17)
f(f@) = f) < f(fle+y)+ f(z—y) — f(z) - fly), z,y€eR, (18)
fUf@) = fW) < f(fle+y) + f(flz—y) — F(f() - fly), z,yeR.  (19)

Zauwazmy, ze w powyzszych problemach funkcja niewiadoma f wystepuje rowniez jako
swoj argument. Jest wiec to tzw. nierdwnosé funkcyjna ze ztozeniami. Nalezy podkre-
sli¢, ze praca [F2] wraz z omowiona w dalszej sekcji praca [F6| sa pionierskie w badaniu
nieréwnosci tego typu. Metody stosowane dla klasycznych réwnan i nieréwnosci funk-
cyjnych zawodza w przypadku probleméw dla nieréwnosci ze zlozeniami.

<
<

Dla nieréwnosci (17), (18) i (19) udowodnilismy, ze rézniczkowalnosé w sposéb ciagly
funkcji f, warunki f(0) = 0 oraz pewne oszacowanie wartosci £'(0) implikuja, ze kazde
rozwiazanie jest postaci f(z) = x lub f(z) = f'(0)x dla z € R. Nierownosé (17) jest
nieco trudniejsza w stosunku do obu pozostalych i rozwiazanie jej wymagalo nieznacznie
silniejszych zalozen.

/Q’j—\/\/






