
dr Teresa Rajba

2. ZA��CZNIK do Wniosku

AUTOREFERAT w j¦zyku polskim





AUTOREFERAT

1. Imi¦ i Nazwisko: Teresa Rajba

2. Posiadane dyplomy, stopnie naukowe

• 1981 � uzyskanie stopnia doktora nauk matematycznych,
Instytut Matematyczny, Uniwersytet Wrocªawski,
rozprawa doktorska:
O póªgrupach rozkªadalno±ci miar probabilistycznych na prostej,
promotor: prof. dr hab. Kazimierz Urbanik,

• 1976 � uzyskanie stopnia magistra matematyki,
Instytut Matematyczny, Uniwersytet Wrocªawski,
praca magisterska: Póªgrupy rozkªadalno±ci miar probabilistycznych na prostej,
promotor: prof. dr hab. Kazimierz Urbanik,
Nagroda I STOPNIA, w KONKURSIE POLSKIEGO TOWARZYSTWA
MATEMATYCZNEGO na najlepsz¡ prac¦ studenck¡ z teorii
prawdopodobie«stwa i zastosowa« matematyki.

3. Informacje o dotychczasowym zatrudnieniu w jednostkach
naukowych

• od wrze±nia 2013 r.: starszy wykªadowca w Katedrze Matematyki, Wydziaª Budowy
Maszyn i Informatyki, Akademia Techniczno-Humanistyczna w Bielsku-Biaªej,

• pa¹dziernik 2001 r. � lipiec 2013 r.: adiunkt w Katedrze Matematyki i Informatyki,
Wydziaª Budowy Maszyn i Informatyki, Akademia Techniczno-Humanistyczna w
Bielsku-Biaªej,

• pa¹dziernik 1999 r. � wrzesie« 2001 r.: adiunkt w KMiI, WBMiI, �lia P�
w Bielsku-Biaªej,

• pa¹dziernik 1981 r. � wrzesie« 1999 r.: adiunkt w Zakªadzie Rachunku
Prawdopodobie«stwa, Wydziaª Matematyki, Fizyki i Chemii, Uniwersytet Wrocªawski,

• pa¹dziernik 1976 r. � wrzesie« 1981 r.: asystent w Zakªadzie Rachunku
Prawdopodobie«stwa, Wydziaª Matematyki, Fizyki i Chemii, Uniwersytet Wrocªawski.

4. Wskazanie osi¡gni¦cia* wynikaj¡cego z art. 16 ust. 2 ustawy z dnia
14 marca 2003 r. o stopniach naukowych i tytule naukowym oraz o
stopniach i tytule w zakresie sztuki (Dz. U. nr 65, poz. 595 ze zm.):

a) tytuª osi¡gni¦cia naukowego

Funkcje wypukªe i ich uogólnienia

b) Rozprawa skªada si¦ z nast¦puj¡cych publikacji:
[R1] T. Rajba, On strong delta-convexity and Hermite-Hadamard type inequalities for delta-

convex functions of higher order. Math. Inequal. Appl., 18 (1) (2015), 267�293.
[R2] T. Rajba, On the Ohlin lemma for Hermite-Hadamard-Fejér type inequalities, Math. Ine-

qual. Appl., 17, (2) (2014), 557�571.
[R3] T. Rajba, On some relative convexities, J. Math. Anal. Appl., 411 (2) (2014), 876�886.
[R4] T. Rajba, A generalization of multiple Wright�convex functions via randomization. J. Math.

Anal. Appl., 388 (1) (2012), 548�565.
[R5] T. Rajba, K. Nikodem and W. W¡sowicz, On the classes of higher-order Jensen-convex

functions and Wright-convex functions, J. Math. Anal. Appl., 396 (2012), 261�269.
[R6] T. Rajba, New integral representations of nth order convex functions, J. Math. Anal. Appl.,

379 (2) (2011), 736�747.

c) omówienie celu naukowego/artystycznego ww. prac i osi¡gni¦tych
wyników wraz z omówieniem ich ewentualnego wykorzystania.



1

Celem naukowym przedªo»onego cyklu prac jest zbadanie wybranych problemów teorii funkcji
wypukªych i ich uogólnie« wraz z ich mo»liwymi zastosowaniami oraz zwi¡zkami z innymi gaª¦-
ziami matematyki. Rozwi¡zania postawionych problemów stanowi¡ wkªad habilitantki w rozwój
teorii funkcji wypukªych i ich uogólnie«. Narz¦dzia i techniki dowodowe, które autorka wypra-
cowaªa w trakcie swoich bada«, oparte s¡ w znacznym stopniu na metodach probabilistycznych.
Wykraczaj¡ one znacznie poza wachlarz standardowych metod stosowanych do rozwi¡zania po-
dobnych problemów i stanowi¡ dodatkowy wkªad habilitantki w rozwój dziedziny. Ponadto, w
pracach przedªo»onego cyklu odkryte s¡ nowe zwi¡zki teorii funkcji wypukªych i ich uogólnie« z
elementami teorii operatorów oraz teorii nierówno±ci funkcyjnych. Osi¡gni¦te wyniki mog¡ mie¢
zastosowanie w badaniu nierówno±ci mi¦dzy operatorami kwadraturowymi, które s¡ operatorami
zwi¡zanymi z caªkowaniem przybli»onym.
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Niniejsze opracowanie stanowi omówienie wyników wchodz¡cych w skªad mojej rozprawy ha-
bilitacyjnej Funkcje wypukªe i ich uogólnienia oraz moich pozostaªych prac. Obiektem moich
zainteresowa« s¡ funkcje wypukªe jak równie» funkcje które s¡ ich uogólnieniem, w szczególno±ci
funkcje wypukªe wy»szych rz¦dów i ich uogólnienia. Celem naukowym przedªo»onego cyklu prac
jest zbadanie wybranych problemów teorii funkcji wypukªych i ich uogólnie« wraz z ich mo»liwymi
zastosowaniami oraz zwi¡zkami z innymi gaª¦ziami matematyki.

Klasyczne poj¦cie wypukªo±ci w ci¡gu upªywu czasu doczekaªo si¦ wielu uogólnie« id¡cych
w ró»nych kierunkach. Sa one wa»ne w wielu dziaªach matematyki.

Tak zwane Jensen-wypukªe funkcje (funkcje wypukªe w sensie Jensena) zostaªy wprowadzone
przez J.L.W.V. Jensena [74, 75], jakkolwiek funkcje speªniaj¡ce podobne warunki byªy ju» badane
przez O. Höldera [68], J. Hadamarda [62] oraz O. Stolza [191]. Podstawowe wªasno±ci funkcji
Jensen-wypukªych w jednowymiarowym przypadku zostaªy udowodnione przez samego Jensena
oraz przez F. Bernsteina i G. Doetscha [14]. Uogólnienia na wielowymiarowy przypadek zostaªy
zrobione przez H. Blumberga [22] i E. Mohra [139]. Warto zaznaczy¢, »e funkcje zwane wypukªymi
pokrywaj¡ si¦ z klasa funkcji Jensen-wypukªych ci¡gªych. Funkcje wypukªe s¡ bardzo dobrze
zbadane, np. Rockafellar [173]. Roberts-Varberg [172] i Kuczma [96].

W roku 1926 Hopf w rozprawie doktorskiej [69] rozwa»aª funkcje o nieujemnych ilorazach
ró»nicowych (divided di�erences) ustalonego rz¦du. W pracach Popoviciu [165, 167] na okre±lenie
tego rodzaju wypukªo±ci proponowana jest nazwa funkcje wypukªe wy»szych rz¦dów. W 1954 E.M.
Wright [235] wprowadziª funkcje zwane Wright-wypukªymi funkcjami. W pracy [53], A. Gilányi
i Zs. Páles, wprowadzili funkcje Wright�wypukªe wy»szych rz¦dów.

W pracy [9] po raz pierwszy pojawiªy si¦ funkcje delta-wypukªe, jako funkcje ktore sa ró»nic¡
dwóch funkcji wypukªych. Fundamentaln¡ z tej tematyki jest praca [64]. W pracy R. Gera [51]
zostaªy wprowadzone odwzorowania delta-wypukªe wy»szych rz¦dów.

W dysertacji zajmuj¦ si¦ porównywaniem klas n�Wright�wypukªych funkcji i n�Jensen�wypukªych
funkcji. Rozwa»aj¡c operatory odwrotne do operatorów ró»nicowych oraz wprowadzaj¡c nowe na-
rz¦dzia zwi¡zane z teori¡ miary otrzymuj¦ twierdzenia dotycz¡ce istnienia nietrywialnych funkcji
nale»¡cych tylko do jednej z tych klas.

Zastosowanie metod probabilistycznych prowadzi do znalezienia nowej reprezentacji caªkowej
funkcji n-wypukªych. Reprezentacja ta jest nast¦pnie wykorzystana do dalszej charakteryzacji
funkcji n-wypukªych.

W rozprawie de�niuj¦ i badam uogólnienie poprzez randomizacj¦ funkcji wielokrotnie Wright�
wypukªych.

Badam równie» funkcje delta-wypukªe wy»szych rz¦dów. Otrzymuj¦ reprezentacj¦ caªkow¡
funkcji delta-wypukªej wy»szych rz¦dów, która jest u»yteczna w dalszym badania badaniu delta-
wypukªo±ci, w szczególno±ci minimalnych funkcji kontrolnych. Podaj¦ równie» nowe probabili-
styczne narz¦dzia u»yteczne w otrzymywaniu i dowodzeniu nierówno±ci typu Hermita-Hadamarda
zarówno dla funkcji wypukªych jak i delta-wypukªych wy»szych

Moim zdaniem do najistotniejszych wyników rozprawy nale»¡:

• dowód, »e dla wszystkich n ∈ N nieparzystych, istnieje funkcja, która jest n-Jensen
wypukªa, ale nie jest n�Wright wypukªa: [R5], Th. 2.3; otrzymanie operatora, który
jest operatorem odwrotnym do operatora ró»nicowego: [R5], Prop. 4.2 � 4.3;

• charakteryzacja n�wypukªo±ci: reprezentacje caªkowe funkcji n�wypukªej: [R6], Th.
2.9, 2.10; wzór na reprezentacj¦ funkcji n�wypukªej w postaci sumy funkcji (n + 1)�
krotnie monotonicznych i wielomianu stopnie co najwy»ej n: [R6], Th. 3.2; de�nicja
i charakteryzacja wzgl¦dnej n�wypukªo±ci: [R6], Th. 4.3 � 4.7, , Th. 4.10 � 4.12;
de�nicja i charakteryzacja silnej n-wypukªo±ci: [R6], Th. 4.15, Cor. 4.16 � 4.17;
zasada o podparciach typu W¡sowicza funkcjami n�wypukªymi: [R6], Th. 5.4;
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• randomizacja funkcji n-Wright wypukªych: de�nicja i charakteryzacja klasy W(Θ, Q) �
klasy funkcji Wright-wypukªych zrandomizowanych wzgl¦dem zmiennej losowej Θ oraz
zbioru Q: [R4], Th. 2.6, w szczególno±ci zasada rozkªadalno±ci wzgl¦dem zrandomizo-
wanego operatora przesuni¦cia: [R4], Th. 2.6 (iv) oraz zasada generowania funkcji przy
pomocy operatora J : [R4], Th. 2.6 (v); de�nicja i charakteryzacja klasy Wn(Θ, Q),
klasy funkcji n-krotnie Wright-wypukªych, zrandomizowanych wzgl¦dem zmiennej loso-
wej Θ oraz zbioru Q, w szczególno±ci zasada generowania funkcji przy pomocy operatora
Jn: [R4], Th. 2.8 oraz reprezentacja caªkowa: [R4], Lem 2.12; charakteryzacja klas
Wn(Θ, Q) w przypadku wykªadniczym, Θ ∼ Exp(1): reprezentacja caªkowa: [R4], Th.
3.6, Th. 5.2, zwi¡zek z funkcjami wielokrotnie monotonicznymi: [R4], Th. 3.6, Th.
3.9, dowód, »e

W∞(Exp(1),M1) =M∞,
tzn., »e zbiór funkcji caªkowicie Exp(1)-Wright wypukªych pokrywa si¦ ze zbiorem funkcji
caªkowicie monotonicznyc [R4], Th. 4.1; charakteryzacja klasWn(Xp, Q) w przypadku
dyskretnym, gdy zmienna losowa Θ ma rozkªad Bernouliego, Θ = Xp: otrzymanie repre-
zentacji caªkowej funkcji n-krotnieXp-Wright wypukªej i caªkowicieXp-Wright wypukªej:
[R4], Th. 7.1, Th. 7.4, dowód, »e w tym przypadku

W∞(Xp,M1) 6=M∞
.

• Opis i badanie nierówno±ci typu Hermita-Hadamarda przy u»yciu wypukªych stocha-
stycznych porz¡dków. Korzystaj¡c z lematu Ohlina [150] o wypukªych stochastycznych
porz¡dkach, podaj¦ proste dowody znanych nierówno±ci typu Hermita-Hadamarda ([R2],
p. 3), jak równie» otrzymuj¦ nowe nierówno±ci typu Hermita-Hadamarda ([R2], Th.
2.1, Th. 3.1, Th. 3.2). Wykorzystuj¡c twierdzenie o s-wypukªych stochastycznych
porz¡dkach [39], podaj¦ uogólnienia znanych nierówno±ci typu Hermita-Hadamarda w
przypadku funkcji wypukªych wy»szych rz¦dów ([R2], Th. 4.1, Th. 4.2, Th. 4.3).
Otrzymamane wyniki s¡ u»yteczne w dowodzeniu nierówno±ci mi¦dzy operatorami kwa-
draturowymi dla funkcji wypukªych wy»szych rz¦dów ([R2], Th. 5.1, Th. 5.2).

• Charakteryzacja funkcji delta-wypukªych wy»szych rz¦dów: otrzymuj¦ reprezen-
tacj¦ caªkow¡ funkcji delta-wypukªej n-tego rz¦du f , która jest u»yteczna przy badaniu
jej dalszych wªasno±ci ([R1], Th. 2.1); charakteryzuj¦ funkcje kontrolne odpowiadaj¡ce
funkcji delta-wypukªej n-tego rz¦du f , w szczególno±ci de�niuj¦ i podaj¦ charakteryzacj¦
minimalnych funkcji kontrolnych odpowiadaj¡cych funkcji f ([R1], Th. 2.4, Def. 2.2,
Th. 2.5, Th. 2,6); de�niuj¦ i podaj¦ wªasno±ci silnej delta-wypukªo±ci n-tego rz¦du
([R1], Th. 4.1); podaj¦ probabilistyczn¡ charakteryzacj¦ delta-wypukªo±ci ([R1], Th.
4.1); podaje równie» probabilistyczne narz¦dzia do otrzymywania i dowodu nierówno±ci
typu Hermita-Hadamardadla funkcji delta-wypukªych wyzszych rz¦dów ([R1], Th. 4.3,
Th. 4.4, Th. 4.5, ), wyniki te sa stosowane do dowodu nierówno±ci pomi¦dzy opera-
torami kwadraturowymi dla funkcji delta-wypukªych wy»szych rz¦dów ([R1], Th. 5.1,
5.2),

• Charakteryzacja pewnych relacji wzgl¦dnej wypukªo±ci �(1) i �(2): podaj¦ kryteria
ró»niczkowe, które s¡ u»yteczne w badaniu wªasno±ci relacji �(1) ([R3], Th. 2.7, Th.
2.10), otrzymuj¦ probabilistyczn¡ charakteryzacj¦ relacji �(1) i �(2) w terminach
luki Jensena ([R3], Prop. 3.2, Th. 3.3, Th. 3.5, Rem. 3.6) jak równie» de�nicj¦
i charakteryzacj¦ silnej wypukªo±ci wzgl¦dem relacji �(1) ([R3], Th. 4.5), podaj¦
twierdzenia o porównywaniu relacji �(1) i �(2) ([R3], Th. 2.21, Th. 2.24)

W rozdziale 1 przedstawiam zarys idei oraz ogólne sformuªowanie wyników, a tak»e wskazuj¦
na trudno±ci zwi¡zane z ich uzyskaniem. W rozdziale 2 s¡ porównywane klasy funkcji n�Wright�
wypukªych oraz n�Jensen�wypukªych. Pokazuje si¦, »e dla ka»dej liczby naturalnej n nieparzystej
pierwsza z nich jest wªa±ciw¡ podklas¡ drugiej. �eby to pokaza¢ rozwijane s¡ nowe narz¦dzie zwi¡-
zane z teori¡ miary. W rozdziale 3 przedstawiam now¡ reprezentacj¦ caªkow¡ funkcji n-wypukªych,
któr¡ wykorzystuj¦ do znalezienia zwi¡zku funkcji n�wypukªej z funkcjami wielokrotnie monoto-
nicznymi, charakteryzacji silnej n�wypukªo±ci i badania wªasno±ci typu podparciowego dla funkcji
n�wypukªych. W rozdziale 4 de�niuj¦ badam funkcje wielokrotnie Wright�wypukªe uogólnienione
poprzez randomizacj¦. W rozdziale 5 wprowadzam nowe narz¦dzia u»yteczne do otrzymywa-
nia i dowodzenia nierówno±ci typu Hermita-Hadamarda dla funkcji wypukªych jak równie» dla
funkcji wypukªych wy»szych rz¦dów. W rozdziale 6 przedstawiam reprezentacj¦ caªkow¡ funkcji
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delta-wypukªej n-tego rz¦du, ktora nast¦pnie wykorzystuj¦ do dalszego badania delta-wypukªo±ci
wy»szych rz¦dów, do wprowadzenia badania minimalnych funkcji kontrolnych i do charakteryzacji
silnej delta-wypukªo±ci n-tego rz¦du. Wprowadzam równie» nowe narz¦dzia u»yteczne do otrzymy-
wania i dowodzenia nierówno±ci typu Hermita-Hadamarda dla funkcji delta-wypukªych wy»szych
rz¦dów. W rozdziale 7, s¡ scharakteryzowane relacje �(1) i �(2). Podaj¦ kryteria ró»niczkowe jak
równie» czarakteryzacje probabilistyczne. Relacje te s¡ równie» porównywane z sob¡. Natomiast
w rozdziale 8 krótko omawiam wyniki naukowe, które nie wchodz¡ w skªad rozprawy. Rozdziaª 9
zawiera podstawowe informacje o autorze.





ROZDZIAª 1

Wprowadzenie

W caªym autoreferacie I ⊂ R oznacza¢ b¦dzie dowolny, ale ustalony przedziaª.

1. Funkcje wypukªe, Jensen-wypukªe, Wright-wypukªe.

Funkcja wypukªa. Funkcj¦ f : I → R nazywamy wypukª¡, je±li

(1) f
(
tx+ (1− t)y

)
6 tf(x) + (1− t)f(y)

dla wszystkich x, y ∈ I i dla ka»dego t ∈ [0, 1].

Funkcje Jensen-wypukªe. Funkcj¦ f : I → R nazywamy Jensen-wypukª¡ (cf. [172]), je±li

(2) f

(
x+ y

2

)
6
f(x) + f(y)

2

dla wszystkich x, y ∈ I.

Funkcja Wright-wypukªa. W 1954 r. E. M. Wright [235] wprowadziª nowy rodzaj wypukªo±ci
funkcji rzeczywistych: funkcj¦ f nazywamy Wright�wypukª¡ (porównaj [172]), je±li

(3) f
(
tx+ (1− t)y

)
+ f

(
(1− t)x+ ty

)
6 f(x) + f(y)

dla wszystkich x, y ∈ I i t ∈ [0, 1]. Oczywi±cie , je»eli funkcja f jest wypukªa, to nierówno±¢
(1), która zachodzi dla ka»dego t ∈ [0, 1], zachodzi w szczególno±ci dla t = 1

2 , tzn. speªniona jest
nierówno±¢ (2), czyli f jest Jensen-wypukªa. Ponadto, je»eli f jest wypukªa , to z (1) dostajemy
dwie nierówno±ci:

f
(
tx+ (1− t)y

)
6 tf(x) + (1− t)f(y),

f
(
(1− t)x+ ty

)
6 (1− t)f(x) + tf(y).

Dodaj¡c te nierówno±ci stronami dostajemy (3), czyli f jest Wright-wypukªa. Natomiast, gdy
w (3) we¹miemy t = 1

2 , to otrzymujemy (2). Czyli, je»eli f jest Wright-wypukªa, to f jest Jensen-
wypukªa.

2. Nierówno±ci typu Hermite'a�Hadamarda

Nierówno±¢ Hermite'a�Hadamarda. Je±li funkcja f : [a, b] → R jest wypukªa, to jest ci¡gªa
w przedziale (a, b) i ograniczona w [a, b], w szczególno±ci jest wi¦c caªkowalna. Zachodzi wtedy
nierówno±¢

(4) f

(
a+ b

2

)
6

1

b− a

∫ b

a

f(x)dx 6
f(a) + f(b)

2
,

zwana nierówno±ci¡ Hermite'a�Hadamarda. Jej id¡ce w ró»nych kierunkach uogólnienia s¡ inten-
sywnie badane przez wielu autorów. Szeroki przegl¡d zawiera monogra�a [42]. Uwagi po±wi¦cone
historii tej nierówno±ci mo»na znale¹¢ w pracy [137]. Warto doda¢, »e w klasie funkcji ci¡gªych
z ka»dej z obu powy»szych nierówno±ci wynika wypukªo±¢ (zob. np. [42, 63, 143], a tak»e [96,
Exercise 8, str. 205] lub [172, Problem Q, str. 15]). Zagadnieniom tego rodzaju charakteryzacji
funkcji wypukªych wy»szych rz¦dów po±wi¦cona jest praca [20].

Nierówno±¢ (4) ma zwi¡zek z przybli»onym obliczaniem caªek, a dokªadnie z metodami pro-
stok¡tów i trapezów. Wynikaj¡ z niej znane w analizie numerycznej oszacowania bª¦dów tych
metod.

7
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Nierówno±¢ Hermite'a�Hadamarda�Fejéra. W pracy [46] Fejér podaª nast¦puj¡ce uogólnie-
nie nierówno±ci (4):

(5) f

(
a+ b

2

)
·
∫ b

a

g(x) dx 6
∫ b

a

f(x)g(x) dx 6
f(a) + f(b)

2
·
∫ b

a

g(x) dx,

która zachodzi, je±li f jest wypukªa i g jest nieujemna i symetryczna wzgl¦dem punktu (a+ b)/2
(patrz [137], [42] i [158] dla rysu historycznego).

(i) Zauwa»my, »e dla g(x) = w(x) takiej »e
∫ b
a
w(x)dx = 1, nierówno±¢ (5) mo»e by¢ przepisana

w postaci

(6) f

(
a+ b

2

)
6
∫ b

a

f(x)w(x)dx 6
f(a) + f(b)

2
.

(ii) Odwrotnie, z nierówno±ci (6) wynika (5). Rzeczywi±cie, je»eli
∫ b
a
g(x)dx > 0, to wystarczy

wzi¡¢ w(x) =
(∫ b

a
g(x)dx

)−1

g(x). Je»eli
∫ b
a
g(x)dx = 0, to (5) jest oczywista

Wiele mody�kacji nierówno±ci (4) i (5) mo»na znale¹¢ np. w [17], [18], [20], [36], [37], [42],
i w innych pracach tam podanych. W ostatniej pracy [94] M. Klari£i¢ Bakula, J. Pe£ari¢ i J. Peri¢
pewne ulepszenia wielu form nierówno±ci typu Hermita-Hadamarda mo»na znale¹¢, mianowicie
nierówno±ci podanych przez Fejéra, Lupasa, Brennera-Alzera, Beesacka-Pe£ari¢a. Te ulepszenia
implikuj¡ nierówno±¢ podan¡ przez Hammera-Bullena. W pracy [R2], u»ywaj¡c lematu Ohlina
[150] o wypukªym stochastycznym porz¡dku, otrzymuj¦ prosty dowód znanych nierówno±ci typu
Hermite'a-Hadamarda-Fejéra. Podaj¦ równie» nowe nierówno±ci. Wykorzystuj¡c wªasno±ci s-
wypukªego stochastycznego porz¡dku [39], podaj¦ równie» pewne nierówno±ci typu Hermite'a-
Hadamarda-Fejéra w przypadku funkcji wypukªych wy»szych rz¦dów. Otrzymane wyniki s¡ u»y-
teczne przy badaniu nierówno±ci mi¦dzy operatorami kwadraturowymi [219], [220]. W pracy
[R2] podajemy pewne u»yteczne narz¦dzia dla otrzymywania i dowodu wielu nierówno±ci typu
Hermita-Hadamarda, równie» dla funkcji wypukªych wy»szych rz¦dów.

Opisujemy nierówno±¢ (5) w terminach wypukªych porz¡dków stochastycznych. Wykorzystu-
j¡c lemat Ohlina [150] otrzymujemy prosty dowód nierówno±ci (5).

Otrzymujemy uogólnienie nierówno±ci (6), w przypadku gdy funkcja w nie jest symetryczna.
Podajemy uogólnienie nierówno±ci Brennera i Alzera [28]. Rozwa»amy równie» uogólnienie nie-
równo±ci (6) w przypadku funkcji wypukªych wy»szych rz¦dów. Otrzymane nierówno±ci stosujemy
do dowodu nierówno±ci pomi¦dzy operami kwadraturowymi. .

3. Funkcje n-Jensen-wypukªe oraz n-Wright-wypukªe

Operatory ró»nicowe. Zwykªy operator ró»nicowy (przedni, ang. forward di�erence) jest ozna-
czany jako

∆h f(x) = f(x+ h)− f(x),

gdzie x ∈ I i h ∈ R z x+ h ∈ I. Jego iteracje de�niujemy w zwykªy sposób, tzn.

∆h1... hnhn+1
f(x) = ∆h1... hn

(
∆hn+1

f(x)
)
,

gdzie n ∈ N, x ∈ I i h1, . . . , hn, hn+1 ∈ R zakªadaj¡c, »e wszystkie potrzebne argumenty nale»¡
do I (czasami b¦dziemy pomija¢ oczywiste zaªo»enia tego rodzaju). Je»eli zachodzi warunek
h1 = · · · = hn = h, u»ywamy standardowo

∆n
h f(x) = ∆h ... h f(x) ,

gdzie element h jest wzi¦ty n razy. b¦dziemy równie» u»ywa¢ operatora ró»nicowego wstecznego
(ang. backward di�erence), który jest zde�niowany wzorem

(7) ∇h f(x) = f(x)− f(x− h),

gdzie x ∈ I, h ∈ R i x − h ∈ I. Iteracje s¡ zde�niowane podobnie jak dla zwykªego operatora
ró»nicowego. Oczywi±cie, zachodzi wzór ∇h f(x + h) = ∆h f(x), przez indukcj¦ otrzymujemy
nast¦puj¡c¡ zale»no±¢

(8) ∇h1... hn+1
f(x+ h1 + · · ·+ hn+1) = ∆h1... hn+1

f(x) ,

gdzie n ∈ N. W dalszym ci¡gu zakªadamy, »e n ∈ N.
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Funkcje n�Jensen�wypukªe. Funkcja f jest nazywana Jensen�wypukª¡ rz¦du n (n�Jensen�
wypukª¡, w skrócie), je±li

(9) ∆n+1
h f(x) > 0

dla wszystkich x ∈ I i h > 0 takich, »e x+ nh ∈ I (patrz równie» np. [96]). Oczywi±cie dla n = 1
otrzymujemy warunek

∆2
hf(x) = f(x+ 2h)− 2f(x+ h) + f(x) > 0

dla wszystkich x ∈ I i h > 0 z x+ h ∈ I, co jest równowa»ne warunkowi

f

(
x+ y

2

)
6
f(x) + f(y)

2
, x, y ∈ I,

tzn. Jensen�wypukªo±ci funkcji f .

Funkcja n-Wright-wypukªa. Nietrudno pokaza¢, »e warunek (3) jest równowa»ny warunkowi

∆h1h2 f(x) > 0

dla wszystkich x ∈ I, h1, h2 > 0 z x + h1 + h2 ∈ I (patrz [118]). Na podstawie tej obserwacji,
w pracach [53] i [118], zostaªa zde�niowana Wright�wypukªo±¢ wy»szych rz¦dów: funkcja f jest
Wright�wypukªa rz¦du n (n�Wright�wypukªa, w skrócie), gdy

(10) ∆h1... hn+1
f(x) > 0

dla wszystkich x ∈ I and h1, . . . , hn+1 > 0 z x + h1 + · · · + hn+1 ∈ I. Oczywi±cie, rozwa»aj¡c
wy»ej h1 = · · · = hn+1 = h, otrzymujemy ∆n+1

h f(x) > 0, co oznacza, »e ka»da funkcja n�Wright
wypukªa jest n�Jensen wypukªa.

Powstaje naturalne pytanie, czy jest prawdziwe zdanie odwrotne, tzn. czy funkcje n�Jensen�
wypukªe s¡ równie» funkcjami n�Wright�wypukªymi. Dla n = 1 nie jest trudno da¢ negatywn¡
odpowied¹. mianowicie, funkcja f : R → R dana wzorem f(x) = |a(x)|, gdzie a : R → R jest
nieci¡gª¡ addytywn¡ funkcj¡ jest Jensen�wypukªa, ale nie jest Wright�wypukªa (por. [147]). w
wielu pracach ( patrz np. [53, 54, 118]) mo»na znale¹¢ intensywne badania dotycz¡ce Wright-
wypukªo±ci wy»szych rz¦dów. Jakkolwiek, wspomniany wy»ej problem nie byª tam rozwa»any.
W pracy [R5] wypeªniamy t¦ luk¦ poprzez podanie negatywnej odpowiedzi dla wszystkich n do-
datnich caªkowitych (praca [R5] jest cytowana, bez samocytowa«, w [89, 90, 153]). Nale»y
podkre±li¢, »e dla n > 1 (nieparzystych) odpowiedni przykªad nie jest ªatwo skonstruowa¢, tak jak
to byªo w przypadku n = 1, tzn. w przypadku zwykªej Jensen�wypukªo±ci i Wright�wypukªo±ci.
�eby osi¡gn¡¢ nasz cel wprowadzamy nowe narz¦dzia zwi¡zane z teori¡ miary, które, mamy na-
dziej¦, mog¡ okaza¢ przydatne w dalszych badaniach. Przeprowadzamy równie» pewne rozwa»ania
dla n = 2 »eby pokaza¢, »e dla n parzystych nasz problem wydaje si¦ by¢ do±¢ trudny. Nale»y
wspomnie¢, »e w pracy [153] mo»na znale¹¢ inne przykªady funkcji, które s¡ n-Jensen wypukªe,
ale nie s¡ n-Wright wypukªe dla n > 1 nieparzystych, jakkolwiek nasza praca [R5] byªa pierwsz¡
prac¡, w której byªy podane przykªady takich funkcji. Dla n parzystych rozwa»any problem dªugo
pozostawaª otwarty. Ostatnio, Jacek Mrowiec [140] daje przykªady rozwa»anych funkcji równie»
dla wszystkich n > 1 parzystych.

Niech n b¦dzie naturaln¡ liczb¡ nieparzyst¡ i niech H ⊂ R b¦dzie baz¡ Hamela, tak¡ »e
h1, . . . , hn+1 ∈ H s¡ ró»ne i dodatnie. Niech a : R→ R b¦dzie addytywn¡ funkcj¡, tak¡ »e

a(h1) = −1, a(h2) = · · · = a(hn+1) = 1. My dowodzimy, »e funkcja f : R→ R dana wzorem

(11) f(x) =
(
a(x)

)n
+

jest n�Jensen�wypukªa, ale nie jest n�Wright�wypukªa (patrz [R5], Theorem 2.3). Jest to jeden
z gªównych wyników rozprawy.

Faktycznie, poniewa» funkcja a jest addytywna, otrzymujemy, »e funkcja f is n�Jensen�
wypukªa (patrz [R5], Corollary 2.2). �eby udowodni¢, »e f nie jest n�Wright�wypukªa wystarczy
pokaza¢, »e

(12) ∆h1... hn+1 f(0) = ∇h1... hn+1 f(h1 + · · ·+ hn+1) = −1.

Jednak»e to zadanie nie jest trywialne. Wymaga wprowadzenia nowych narz¦dzi i jest raczej
dªugie. Wst¦pnie, »eby rzuci¢ nieco ±wiatªa na charakter naszej gªównego problemu, rozwa»amy
równo±¢ (12) dla n = 3 (see [R5], p. 263-264). W ogólnym przypadku, dowód równo±ci (12)
jest trudny. Rozwa»amy pewien operator Jh1h2... hn+1

([R5], p. 266), który, jak pokazujemy, jest
operatorem odwrotnym do operatora ∇h1... hn+1

. Nast¦pnie, u»ywaj¡c tego operatora, de�niujemy
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pewne miary µi = Jh1... hn+1
δhi , i = 1, . . . , n + 1, oraz miar¦ znakowan¡ µ okre±lon¡ wzorem

µ = µ2 + · · ·+ µn+1 − µ1, dla której mamy równo±¢

(13) ∇h1... hn+1f(h1 + · · ·+ hn+1) = ∇h1... hn+1(µ+ δh1)n(h1 + · · ·+ hn+1),

(patrz [R5], Theorem 4.5). Dalej, dowodzimy, »e zachodz¡ nast¦puj¡ce równo±ci:

• f(x) = (µ+ δh1
)n(x), x ∈ A,

• (µ+ δh1
)n(x) = µn(x)− (−1)nδh1

(x), x ∈ A,

• ∇h1,...,hn+1µ
n(h1 + · · ·+ hn+1) = 0,

• ∇h1,...,hn+1
δh1

(h1 + · · ·+ hn+1) = (−1)n,

gdzie A jest pewnym podzbiorem R (patrz [R5], Theorem 4.5, Lemma 4.6), z których, w poª¡czeniu
z (13), wynika ostatecznie nasza równo±¢ (12).

4. Funkcje n-wypukªe. Reprezentacja caªkowa

Ilorazy ró»nicowe. Dla n+1 parami ró»nych punktów x1, . . . , xn+1 ∈ I okre±lamy rekurencyjnie
iloraz ró»nicowy n�tego rz¦du (w skrócie iloraz ró»nicowy )funkcji f : I → R:

[x1; f ] := f(x1), [x1, . . . , xn+1; f ] :=
[x2, . . . , xn+1; f ]− [x1, . . . , xn; f ]

xn+1 − x1
.

W szczególno±ci

[x1, x2; f ] =
f(x2)− f(x1)

x2 − x1
,

wi¦c zwykªy iloraz ró»nicowy jest ilorazem ró»nicowym pierwszego rz¦du.
Na okre±lenie tego poj¦cia literatura angielskoj¦zyczna u»ywa terminu divided di�erences.

Ilorazy ró»nicowe maj¡ podstawowe znaczenie w analizie numerycznej. Ich wªasno±ci s¡ dobrze
zbadane (zob. np. [69, 96, 165]).

Funkcje n-wypukªe � de�nicja. Mo»na zauwa»y¢, »e funkcja f : I → R jest wypukªa wtedy
i tylko wtedy, gdy dla ka»dych trzech parami ró»nych punktów x1, x2, x3 ∈ I, iloraz ró»nicowy
[x1, x2, x3; f ] jest nieujemny. �ladem takiego rozumienia wypukªo±ci pod¡»yª jako pierwszy nie-
miecki matematyk Hopf. W swojej rozprawie doktorskiej [69] z roku 1926 rozwa»aª funkcje z nie-
ujemnymi ilorazami ró»nicowymi dowodz¡c m. in. podstawowych wªasno±ci regularno±ciowych.
Nie u»yª jednak »adnej nazwy dla klasy badanych przez siebie funkcji. Dopiero osiem lat pó¹niej
rumu«ski matematyk Popoviciu w swojej rozprawie doktorskiej [165] wprowadziª nazwy �funkcje
wypukªe wy»szych rz¦dów� oraz �funkcje n�wypukªe�.

Niech n ∈ N. Funkcj¦ f : I → R nazywamy n�wypukª¡ (wypukª¡ n�tego rz¦du), je±li

[x1, . . . , xn+2; f ] > 0

dla ka»dych n + 2 parami ró»nych punktów x1, . . . , xn+2 ∈ I. Funkcja f jest n�wkl¦sªa, je±li
funkcja −f jest n�wypukªa.

W ten sposób funkcje 1�wypukªe s¡ wypukªe w zwykªym sensie.

Funkcje n-wypukªe � wªasno±ci. Wiele wyników o funkcjach n-wypukªych mo»na znale¹¢,
mi¦dzy innymi, w [172, 96]. W szczególno±ci, wiemy »e, funkcja f(x) : (a, b)→ R jest n-wypukªa
(n > 1) wtedy i tylko wtedy, gdy jej pochodna prawostronna f (n)

R (x) (lub lewostronna f (n)
L (x))

istnieje i jest nie-malej¡ca na odcinku (a, b). W dalszym ci¡gu pracy f (n)(x) b¦dziemy u»ywa¢ do
oznaczenia f (n)

R (x).

Funkcje n-wypukªe � reprezentacja caªkowa. Je»eli f(x) jest wystarczaj¡co gªadka na [a, b]
(tzn. jest (n+ 1)-razy ró»niczkowalna na [a, b] w sposób ci¡gªy, przy czym na ko«cach przedziaªu
zakªada si¦ ró»niczkowalno±¢ z lewej, b¡d¹ odpowiednio z prawej strony), wtedy ze wzoru Taylora
otrzymujemy

f(x) =

n∑
k=0

f (k)(a)(x− a)k

k!
+

1

n!

∫ b

a

(x− t)n+f (n)(t)dt

(x ∈ (a, b)), gdzie (x− t)n−1
+ = max{(x− t)n−1, 0} (patrz [160]).
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Zaªó»my, »e f(x) jest n-wypukªa na (a, b) (n > 1). Wtedy pochodne lewo i prawostronne
n-tego rz¦du (f (n)

L (x) and f (n)
R (x)) istniej¡ na (a, b). Dodatkowo, obie te funkcje s¡ niemalej¡ce.

Z tak¡ funkcj¡ f zwi¡zujemy pewn¡ miar¦ µ zde�niowan¡ na (a, b) nast¦puj¡cym wzorem

µ([x, y]) = f
(n)
R (y)− f (n)

L (x),

dla a < x 6 y < b. Jest to nieujemna borelowska miara na (a, b). Je±li granica prawostronna
f

(n)
R (a) = limx→a+ f

(n)
R (x) jest sko«czona, wtedy miara µ mo»e by¢ rozszerzona do ograniczonej

(sko«czonej) miary na caªym odcinku [a, c], dla wszystkich c < b. W tym przypadku funkcja f(x)
ma reprezentacj¦

f(x) =

n∑
k=0

f
(k)
R (a)(x− a)k

k!
+

1

n!

∫ b

a

(x− t)n+dµ(t),

dla wszystkich x ∈ (a, b). Je±li nie mo»emy rozszerzy¢ miary µ do punktu ko«cowego a, wtedy
b¦dziemy mie¢ te reprezentacje tylko na domkni¦tych podprzedziaªach przedziaªu (a, b). Twier-
dzenie odwrotne równie» zachodzi. Wyniki te mo»na znale¹¢ w Popoviciu [165] (patrz te» Karlin
i Studden [93], Bullen [30], Brown [29], Granata [58], Pinkus i Wulbert [160]). Inaczej mówi¡c,
powy»sza reprezentacja jest prawdziwa dla x ∈ (a, b), je»eli µ jest o wahaniu sko«czonym na (a, b),
w przeciwnym razie mamy te reprezentacj¦ tylko na podprzedziaªach domkni¦tych (a, b).

W pracy [R6], podaj¦ analogiczn¡ reprezentacj¦ caªkow¡, w ogólnym przypadku. Repre-
zentacja, któr¡ otrzymuj¦ ([R6], Theorem 2.9, Theorem 2.10) dotyczy miar µ z niekoniecznie
sko«czonymi wahaniami. Jest to jeden z gªównych wyników rozprawy. Niech ξ ∈ (a, b). Dowodz¦,
»e n-wypukªa funkcja f : (a, b)→ R ma reprezentacj¦ dana wzorem

(14) f(x) =

∫
(a,ξ]

(−1)n+1 [−(x− u)]n+
n!

µ(n)ξ−(du) +

∫
[ξ,b)

(x− u)n+
n!

µ(n)ξ+(du) +Qξ(x),

gdzie µ(n)ξ−(du) = d[f (n)(u)− f (n)(ξ+)]−, µ(n)ξ+(du) = d[f (n)(u)− f (n)(ξ+)]+, Qξ ∈ Πn ([R6],
Theorem 2.10). Ponadto. miara µ(n) = µ(n)ξ− + µ(n)ξ+ jest niezale»na od ξ oraz zachodzi wzór
µ(n)(du) = df (n)(u). Miara µ(n) jest nazywana miar¡ spektraln¡ odpowiadaj¡c¡ funkcji f . Je»eli

przynajmniej jedna z granic jednostronnych limx→a+ f
(n)
R (x) lub limx→b− f

(n)
L (x) jest sko«czona,

to w powy»szej reprezentacji, mo»e wyst¦powa¢ tylko jedna z caªek, pierwsza (z ξ = b) lub druga
(z ξ = a), odpowiednio ([R6], Theorem 2.9). Natomiast, je»eli obie powy»sze granice jednostronne
s¡ niesko«czone to w reprezentacji (14) musz¡ by¢ dwie caªki (z ξ ∈ (a, b)).

n-wypukªo±¢ i wielokrotna monotoniczno±¢. Zgodnie z klasyczn¡ de�nicj¡ (patrz Williamson
[223]), funkcja f : (a, b)→ R jest nazywana (n+1)-krotnie monotoniczn¡ nierosn¡c¡ (n > 1), gdy
(−1)kf (k)(x) jest nieujemna, nierosn¡ca i wypukªa dla x ∈ (a, b) i dla wszystkich k = 0, 1, . . . , n−1.
Gdy n = 1, f(x) jest zwykª¡ funkcj¡ nieujemn¡ i nierosn¡c¡. Zbiór wszystkich takich funkcji
b¦dziemy oznacza¢ jakoM(n+1)−((a, b)). Ka»da f ∈M(n+1)−((a, b)) jest dana wzorem

(15) f(x) =

∫ b

a

[−(x− u)]n+
n!

dβ(u),

dla x ∈ (a, b), gdzie β(u) jest funkcj¡ niemalej¡c¡ (patrz Williamson [223]).
Funkcja f jest nazywana (n+ 1)-krotnie monotoniczn¡ niemalej¡c¡ (w skrócie (n+ 1)-krotnie

monotoniczn¡) (n > 1), gdy f (k)(x) jest nieujemna, niemalej¡ca i wypukªa dla x ∈ (a, b) i dla
wszystkich k = 0, 1, 2, . . . , n−1. Gdy n = 1, f(x) jest zwykª¡ nieujemn¡ funkcj¡ niemalej¡c¡. Zbiór
wszystkich takich funkcji b¦dziemy oznacza¢ jako M(n+1)+((a, b)). Ka»da f ∈ M(n+1)+((a, b))
ma reprezentacj¦

(16) f(x) =

∫ b

a

(x− u)n+
n!

dβ(u),

dla x ∈ (a, b), gdzie β(u) jest funkcj¡ niemalej¡c¡. Gdy f jest postaci (16), wtedy b¦dziemy pisa¢
f = In(β), i powiemy, »e f jest generowana przez funkcj¦ β.

Korzystaj¡c z reprezentacji (14), otrzymujemy, »e n-wypukªa funkcja f : (a, b)→ R mo»e by¢
przedstawiona w postaci sumy dwóch (n + 1)-krotnie monotonicznych funkcji oraz wielomianu
stopnia co najwy»ej n ([R6], Theorem 3.2)

f(x) = M1(x) +M2(x) +Q(x),

dla x ∈ (a, b), gdzie (−1)n+1M1(x) ∈M(n+1)−((a, ξ)), M2(x) ∈M(n+1)+((ξ, b)), z a 6 ξ 6 b oraz
Q(x) ∈ Πn.
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Jednym z zastosowa« powy»szego twierdzenia jest uzyskanie twierdzenia o reprezentacji funkcji
n-Wright-wypukªej ([R6], Theorem 3.6), które uzupeªnia i uogólnia wyniki Maksy i Pálesa [118].

Wzgl¦dna n-wypukªo±¢. Reprezentacj¦ dana wzorem (14) b¦d¦ dalej stosowa¢ przy badaniu
wzgl¦dnej n-wypukªo±ci ([R6], Theorem 4.3-4.7 i 4.10-4.12), silnej n-wypukªo±ci ([R6], Theorem
4.15, Corollary 4.16) oraz interpolacji funkcji przez funkcje n-wypukªe ([R6], Theorem 5.4). Wy-
niki te uzupeªniaj¡ i uogólniaj¡ wyniki o silnej n-wypukªo±ci podane przez Gera i Nikodema w [52]
oraz wyniki W¡sowicza podane w pracy [217], o wªasno±ciach typu podparciowego dla funkcji n-
wypukªych, mi¦dzy innymi.

Niech g : (a, b) → R b¦dzie funkcj¡ n-wypukª¡. Mówimy, »e funkcja f : (a, b) → R jest n-
wypukªa wzgl¦dem g, je±li f − g jest n-wypukªa, i oznaczamy to jako f �n g. Zauwa»my, »e je»eli
f jest n-wypukªa wzgl¦dem g, to obie funkcje f − g oraz g s¡ n-wypukªe. Pisz¡c f = g + (f − g),
otrzymujemy, »e f koniecznie musi by¢ n-wypukªa.

Znanych jest wiele uogólnie« wypukªo±ci poprzez wzgl¦dn¡ wypukªo±¢. Wzgl¦dna n-wypukªo±¢
zde�niowana wy»ej jest uogólnieniem wzgl¦dnej wypukªo±ci (dla n = 1) badanej w pracy [93]
Karlina i Studdena (patrz równie» [32], [63], [155], [158]).

Wzgl¦dna n-wypukªo±¢ indukuje cz¦±ciowy porz¡dek w rodzinie pewnych podzbiorów zbioru
funkcji n-wypukªych ([R6], Theorem 4.5). Badam miar¦ n-wypukªo±ci funkcji n-wypukªej f , ko-
rzystaj¡c z miar n-spektralnych wyst¦puj¡cych w reprezentacji funkcji n-wypukªej ([R6], str. 743).
Podaj¦ charakteryzacj¦ wzgl¦dnej n-wypukªo±ci w terminach miary n-wypukªo±ci, jak równie»
w j¦zyku pochodnych dystrybucyjnych n-tego rz¦du, jak równie» w j¦zyku pochodnych Radona-
Nikodyma ([R6], Theorem 4.7). Wykorzystuj¡c rozkªad Lebesgue'a miary n-spektralnej odpo-
wiadaj¡cej funkcji n-wypukªej f , rozwa»am odpowiadaj¡cy mu rozkªad funkcji f ([R6], Remark
4.8). Rozkªad ten jest zastosowany do otrzymania pewnych u»ytecznych wªasno±ci wzgl¦dnej
n-wypukªo±ci ([R6], Theorems 4.10 � 4.12).

Silna n-wypukªo±¢. Funkcja f : (a, b)→ R jest nazywana silnie wypukª¡ z moduªem c > 0, gdy

f(tx+ (1− t)y) 6 tf(x) + (1− t)f(y)− ct(1− t)(x− y)2,

dla wszystkich x, y ∈ (a, b) i t ∈ [0, 1]. Silnie wypukªe funkcje byªy wprowadzone przez Polyaka
w [164]. Pewne ich wªasno±ci mo»na znale¹¢ , mi¦dzy innymi, w [172], [67], [163]. Siln¡ wypu-
kªo±¢ mo»na scharakteryzowa¢ w j¦zyku wypukªo±ci. Funkcja f : (a, b)→ R jest silnie wypukªa z
moduªem c > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja f(x)− cx2 jest wypukªa. Funkcja silnie wypukªa
dwukrotnie ró»niczkowalna mo»e by¢ scharakteryzowana w j¦zyku drugiej pochodnej f ′′(x), jako
funkcja dla której f ′′(x) > 2c (x ∈ (a, b)).

Jako uogólnienie silnej wypukªo±ci z moduªem c, w pracy [R6], de�niuj¦ siln¡ n-wypukªo±¢
z moduªem c ([R6], str. 745). Mówimy, »e funkcja f jest silnie n-wypukªa z moduªem c (n > 1,

c > 0), gdy f jest n-wypukªa wzgl¦dem funkcji g(x) = cx(n+1)

(n+1)! . Wtedy silna wypukªo±¢ z modu-
ªem 2c (patrz Roberts and Varberg [172]) pokrywa si¦ z nasz¡ siln¡ 1-wypukªo±ci¡ z moduªem

c. Pisz¡c f(x) =
(
f(x)− cx(n+1)

(n+1)!

)
+ cx(n+1)

(n+1)! , otrzymujemy, »e f jest silnie n-wypukªa z moduªem

c > 0, to f jest równie» n-wypukªa. Zauwa»my, »e silna n-wypukªo±¢ byªa niezale»nie zde�-
niowana równie» przez R. Gera and K. Nikodema w [52] inaczej, mianowicie w j¦zyku ilorazów
ró»nicowych, w ten sposób, »e silna n-wypukªo±¢ z moduªem c pokrywa si¦ z siln¡ n-wypukªo±ci¡
z moduªem c

(n+1)! wedªug naszej de�nicji podanej w pracy [R6]. W pracy [R6] podaj¦ charak-
teryzacj¦ silnej n-wypukªo±ci funkcji f z moduªem c bez »adnych dodatkowych warunków doty-
cz¡cych ró»niczkowalno±ci funkcji f , i jako wniosek otrzymuj¦ charakteryzacj¦ silnej n-wypukªo±ci
dla funkcji (n + 1)-krotnie ró»niczkowalnych. Funkcja n-wypukªa f jest silnie n-wypukªa z mo-
duªem c ([R6], Theorem 4.15) wtedy i tylko wtedy, gdy f (n+1)(x) > c dla x ∈ (a, b) λ p.w.
(λ oznacza miar¦ Lebesgue'a). Inaczej mówi¡c, funkcja f silnie n-wypukªa jest to funkcja po-
staci f(x) = fcont(x) + R(x) (x ∈ (a, b)), gdzie funkcja fcont : (a, b) → R jest (n + 1)-krotnie
ró»niczkowalna i silnie n-wypukªa z moduªem c, a funkcja R : (a, b)→ R jest n-wypukªa i taka »e
R(n+1)(x) = 0 dla x ∈ (a, b) λ p.w. ([R6], Corollary 4.16). Jako wniosek, otrzymuj¦ charaktery-
zacj¦ funkcji f , które s¡ silnie n-wypukªe z moduªem c oraz (n+ 1)-krotnie ró»niczkowalne ([R6],
Corollary 4.17) jako funkcji dla których f (n+1)(x) > c (x ∈ (a, b)). T¦ charakteryzacj¦ funkcji,
które s¡ silnie n-wypukªe i (n+ 1)-krotnie ró»niczkowalne mo»na znale¹¢ równie» w pracy [52].

Wªasno±ci typu podparciowego dla funkcji n-wypukªych. Wiadomo, »e funkcji wypukªej
f : I → R, w ka»dym punkcie wewn¦trznym I odpowiada podparcie a�niczne (tzn. dla ka»dego
x0 ∈ Int I istnieje funkcja a�niczna a : I → R taka, »e a(x0) = f(x0) i a 6 f on I). Funkcje



5. Randomizacja funkcji n-Wright-wypukªych 13

wypukªe wy»szych rz¦dów (dokªadniej nieparzystych rz¦dów) maj¡ podobn¡ wªasno±¢; s¡ one pod-
pierane przez wielomiany rz¦du nie wy»szego ni» rz¡d wypukªo±ci (patrz Kuczma [96], Popoviciu
[165], Roberts and Varberg [172]). W pracy [217] W¡sowicz wprowadziª podparcia wielomianowe
typu (l1, . . . , lk), i udowodniª, »e n-wypukªe funkcje s¡ podpierane przez wielomiany, które s¡ pod-
parciami typu (l1, . . . , lk), w punktach x1, . . . , xk ∈ I, gdzie l1 + . . . lk = n + 1, k 6 n. Liczby
l1, . . . , lk mog¡ by¢ interpretowane jako krotno±ci punktów x1, . . . , xk, odpowiednio. W pracy
[R6] wykorzystuj¦ powy»sze wyniki W¡sowicza [217], otrzymuj¡c ogólniejszy wynik, »e dla ka»-
dych dwóch funkcji n-wypukªych f i g, takich, »e f jest n-wypukªa wzgl¦dem g, funkcja g jest
podparciem typu (l1, . . . , lk) dla funkcji f , z dokªadno±ci¡ do pewnego wielomianu p ∈ Πn ([R6],
Theorem 5.4).

5. Randomizacja funkcji n-Wright-wypukªych

Klasy Wn(Θ, Q). Oznaczmy, dla n = 1, 2, . . .
Mn =Mn+((−∞,∞)) = {f : R→ R; f jest n-krotnie monotoniczna (niemalej¡ca) }. Niech

M0 = {f ′ : f ∈M1}, gdzie f ′ oznacza tutaj pochodna dystrybucyjn¡. Funkcja f : R → R jest
caªkowicie monotoniczna (niemalej¡ca), gdy f (n)(x) > 0 dla wszystkich x ∈ R i dla wszystkich
n ∈ N. Niech M∞ b¦dzie klas¡ wszystkich funkcji caªkowicie monotonicznych. Ka»da f ∈ M∞
ma reprezentacj¦ ([230])

f(x) =

∫ ∞
0

exudβ(u),

dla wszystkich x ∈ R, gdzie β(u) jest niemalej¡ca.
Niech Q ∈ {M0,M1,M2, . . . }. Niech f ∈ Q i niech Θ b¦dzie zmienn¡ losow¡ skoncentrowan¡

na [0,∞) (µΘ 6= δ0). Niech n > 1. Niech Θ1, . . . ,Θn b¦d¡ niezale»nymi kopiami zmiennej losowej
Θ. Na podstawie (8) i (10) funkcja f : R→ R jest (p− 1)-Wright-wypukªa (p > 2), gdy

(17) ∇h1... hp f(x) > 0,

dla wszystkich x ∈ R i h1, . . . , hp > 0. B¦dziemy rozwa»a¢ pewne uogólnienie funkcji speªnia-
j¡cej (17). Zamieniamy w (17) h1, . . . , hp przez zmienne losowe Θ1, . . . , Θp (p = 1, 2, . . . , n), a
nast¦pnie bierzemy warto±¢ oczekiwan¡. Mówimy, »e f ∈ Q jest n- krotnie Θ-Wright-wypukªa
wzgl¦dem Q [R4], gdy

E∇Θ1...Θpf(x) ∈ Q, p = 1, 2, . . . , n.

Niech Wn = Wn(Θ, Q) (n = 1, 2, . . .) b¦dzie zbiorem wszystkich funkcji f ∈ Q takich, »e f jest
n-krotnie Θ-Wright-wypukªa wzgl¦dem Q. De�niujemy W0(Θ, Q) = Q, W(Θ, Q) =W1(Θ, Q).

Rozwa»my przypadek, gdy Q =M0. Mamy wtedy

f ∈ Wn(Θ,M0)⇐⇒ E∇Θ1...Θkf(x) > 0, k = 1, 2, . . . , n.

Inaczej mówi¡c, f mo»e by¢ uwa»ana za zrandomizowan¡ wersj¦ funkcji (n − 1)-krotnie-Wright-
wypukªej.

Zrandomizowane operatory ró»nicowe i przesuni¦cia. Niech f : R → R b¦dzie funkcj¡
i niech h > 0. Przypomnijmy de�nicj¦ operatora przesuni¦cia i ró»nicowego (wstecznego) τh i ∇h
zde�niowanych nast¦puj¡co

(18) τhf(x) = f(x− h), x ∈ R,

(19) ∇hf(x) = f(x)− f(x− h), x ∈ R,
odpowiednio. Zamieniaj¡c w (18) i (19) liczb¦ rzeczywist¡ h przez zmienn¡ losowa Θ i bior¡c
warto±ci oczekiwane, de�niujemy zrandomizowane operatory przesuni¦cia i ró»nicowego U and Φ
jako

Uf(x) = UΘf(x) = EτΘf(x), x ∈ R,(20)

Φf(x) = ΦΘf(x) = E∇Θf(x), x ∈ R,(21)

odpowiednio. Iteruj¡c (20) i(21) de�niujemy Un i Φn dla n = 1, 2, . . ., nast¦puj¡co

Unf(x) = UnΘf(x) = UΘn...Θ1
f(x) = UΘn(UΘn−1...Θ1

f(x)),(22)

Φnf(x) = ΦnΘF (x) = ΦΘn...Θ1
f(x) = ΦΘn(ΦΘn−1...Θ1

f(x)),(23)

gdzie Θ1, . . . ,Θn s¡ niezale»nymi kopiami zmiennej losowej Θ. Dla n = 0 de�niujemy U0f(x) =
f(x) i Φ0f(x) ≡ 0.
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Generatory funkcji z klas Wn(Θ, Q). Niech Θ1,Θ2, . . . b¦d¡ niezale»nymi kopiami Θ i niech
G ∈ Q. De�niuj¦ operator J(G) nast¦puj¡co

(24) J(G) = JΘ(G) =

∞∑
n=0

UΘn...Θ1
G =

∞∑
n=0

UnG.

Iteruj¡c (24), de�niuj¦ Jn ( n = 1, 2, . . .)

(25) Jn(G) = J(Jn−1(G)),

przyjmuj¡c umow¦, »e J0(G) = G. Wtedy f ∈ Wn(Θ, Q) ( [R4], Lemma 2.7, Theorem 2.8) wtedy
i tylko wtedy, gdy

(26) f = Jn(Gn),

gdzie Gn ∈ Q. Funkcja Gn opisana wy»ej jest jedyna, ponadto mamy, »e

(27) Gn = Φnf.

Inaczej mówi¡c, u»ywaj¡c operatora Jn, przy pomocy wzoru (25), mo»na otrzymywa¢ funk-
cje z klasy Wn(Θ, Q). Ponadto, dla danej f ∈ Wn(Θ, Q), na podstawie wzoru (27), u»ywaj¡c
operatora Φn, dostaje si¦ funkcj¦ Gn która jest funkcj¡ generuj¡c¡. St¡d, mo»emy powiedzie¢,
»e f jest generowana przy pomocy funkcji Gn i b¦dziemy nazywa¢ Gn generatorem funkcji f .
Operatory Jn and Φn s¡ operatorami wzajemnie odwrotnymi. Wzory (25) i (27) s¡ u»yteczne
przy otrzymywaniu reprezentacji caªkowych funkcji nale»¡cych do klasy Wn(Θ, Q) ([R4], Lemma
2.12).

Przypadek wykªadniczy, Θ ∼ Exp(1).
Podaj¦ reprezentacj¦ caªkow¡ funkcji z klas Wn(Exp(1),Mj) (n = 1, 2, . . ., j = 0, 1, 2, . . . .)
(see [R4], Theorem 3.3, Theorem 5.2, Remark 5.4). Dowodz¦, »e je»eli f ∈ Wn(Exp(1),M1),
to Un

Exp(1)f ∈ Mn+1 ([R4], Theorem 3.6). Podaj¦ równie» inny sposób generowania funkcji
z klas Wn(Exp(1),M1). Pokazuj¦, »e funkcja f ∈ Wn(Exp(1),M1) mo»e by¢ przedstawiona jako
pewna suma generowana przez funkcj¦ z klasyMn+1 ([R4], Theorem 3.9). Badam równie» klas¦
W∞(Θ, Q) funkcji caªkowicie Θ-Wright-wypukªych, zde�niowan¡ nast¦puj¡co

W∞(Θ, Q) =

∞⋂
n=1

Wn(Θ, Q).

Dowodz¦, »e
W∞(Exp(1),M1) =M∞

(patrz [R4], Theorem 4.1). Jest to bardzo ciekawy wynik, którego pokazanie nie byªo proste.
Trzeba byªo wykona¢ wiele przeksztaªce« tak, »eby otrzyma¢ pewien ci¡g d¡»¡cy w granicy do
funkcji wykªadniczej. Dowód wymagaª u»ycia metod i twierdze« z teorii miary (np. twierdzenie
Helly'ego o wyborze).

Przypadek dyskretny, Θ = Xp.
Rozwa»am zmienn¡ losow¡ Θ = Xp tak¡, »e

µXp = qδ0 + pδ1 (0 < p < 1, q = 1− p).

Otrzymuj¦ reprezentacj¦ caªkow¡ funkcji z klasy Wn(Xp,Mj) (n = 1, 2, . . ., j = 0, 1) oraz z klasy
W∞(Xp,Mj) (n = 1, 2, . . ., j = 0, 1) (patrz [R4], Theorem 7.1, Theorem 7.4). W szczególno±ci
dowodz¦, »e

M∞  W∞(Xp,M1).

Jak widzimy, w tym przypadku nie ma równo±ci.

Wersja multiplikatywna. Badam równie» przypadek multiplikatywnej wersji funkcji wielokrot-
nej Wright-wypukªej, otrzymuj¡c reprezentacje caªkowe (patrz [R4], Theorem 6.2, Theorem 6.3).

Problemy otwarte. W [R4] (Section 8, Remarks 8.1�8.10) podaj¦ wiele otwartych problemów
dotycz¡cych zrandomizowanych funkcji wielokrotnie Wright-wypukªych. W szczególno±ci mogªoby
by¢ interesuj¡ce, czy zachodzi równo±¢ W∞(X,Mj) = M∞, w przypadku, gdy zmienna losowa
X ma rozkªad dyskretny, ale nie arytmetyczny, np. P (X = 1) = p and P (X =

√
2) = 1 − p

(0 < p < 1).
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6. Funkcje delta-wypukªe wy»szych rz¦dów

W pracy [R1] podaj¦ reprezentacj¦ caªkow¡ funkcji f delta-wypukªych n-tego rz¦du (wprowa-
dzonych przez R. Gera (1994)) w [51]), które mog¡ by¢ przedstawione w postaci ró»nicy dwóch n-
wypukªych funkcji. Moja reprezentacja jest prawdziwa bez »adnych dodatkowych zaªo»e« o funk-
cji f , i uogólnia ona znane wyniki o reprezentacji funkcji delta-wypukªej (patrz np. Roberts i
Varberg (1973) [172]). Dalej, reprezentacj¦ t¦ stosuj¦ do otrzymania pewnej przydatnej charak-
teryzacji funkcji kontrolnych odpowiadaj¡cych funkcji f , do zde�niowania kanonicznego rozkªadu
funkcji f , do dowodu istnienia i do zbadania wªasno±ci minimalnej funkcji kontrolnej zwi¡zanej
z funkcj¡ f (co uogólnia charakteryzacj¦ Hartmana (1959) [64] minimalnej funkcji kontrolnej zwi¡-
zanej z delta-wypukª¡ funkcj¡), oraz do zde�niowania i zbadania silnej delta-wypukªo±ci n-tego
rz¦du, która uogólnia siln¡ n-wypukªo±¢ zde�niowan¡ i badan¡ w pracach Rajba (2011) [R6],
i Ger i Nikodem (2011) [52]. Proponuj¦ równie» pewne u»yteczne narz¦dzia do otrzymywania nie-
równo±ci typu Hermite'a-Hadamarda-Fejéra dla funkcji delta-wypukªych wy»szych rz¦dów, które
uogólniaj¡ znane nierówno±ci Dragomira i in. (2002) [43]. Wyniki te stosuj¦ nast¦pnie do otrzymy-
wania pewnych nierówno±ci pomi¦dzy operatorami kwadraturowymi dla funkcji delta-wypukªych
wy»szych rz¦dów.

Funkcje delta-wypukªe. Funkcje delta-wypukªe s¡ funkcjami reprezentowalnymi jako ró»nice
dwóch funkcji wypukªych (patrz [172]).

Funkcje delta-wypukªe n-tego rz¦du . Poj¦cie funkcji delta-wypukªej n-tego rz¦du jest szcze-
gólnym przypadkiem poj¦cia odwzorowania delta-wypukªego n-tego rz¦du pomi¦dzy pomi¦dzy
dwiema przestrzeniami liniowymi unormowanymi. Odwzorowania te zostaly wprowadzone przez
R. Gera (1994) [51] jako rozszerzenie delta-wypukªch odwzorowa« (patrz [215]). Funkcje delta-
wypukªe n-tego rz¦du s¡ funkcjami, które s¡ reprezentowalne jak ró»nica dwóch funkcji n-wypukªych
(patrz [51]). Przypomnijmy, »e funkcja f : (a, b) → R jest nazywana delta-wypukª¡ n-tego rz¦du
[[51]], gdy istnieje funkcja n-wypukªa g taka, »e dla wszystkich x, y ∈ (a, b),

(28) x 6 y ⇒
∣∣∣∣∆n+1

y−x
n+1

f(x)

∣∣∣∣ 6 ∆n+1
y−x
n+1

g(x).

Funkcje kontrolne. Ka»da funkcja g speªniaj¡ca (28) jest nazywana funkcj¡ kontroln¡ dla f , lub
mowimy, »e funkcja f jest delta-wypukª¡ funkcj¡ n-tego rz¦du z funkcj¡ kontroln¡ g, jak równie»
mówimy »e f jest g-wypukle zdominowana n-tego rz¦du (w skrócie delta-wypukªa albo g-wypukle
zdominowana gdy n = 1).

Funkcje delta-wypukªe n-tego rz¦du � wlasno±ci. Niech g : (a, b) → R b¦dzie n-wypukªa
funkcj¡ i niech f : (a, b)→ R b¦dzie funkcj¡. Wtedy nast¦puj¡ce zdania s¡ równowa»ne:

(a) f jest delta-wypukªa n-tego rz¦du z funkcj¡ kontroln¡ g,
(b) funkcje g − f i g + f s¡ n-wypukªe na (a, b),
(c) istnieja dwie n-wypukªe funkcje ϕ1, ϕ2 : (a, b)→ R takie, »e f = ϕ1 − ϕ2 and g = ϕ1 + ϕ2.

Reprezentacja caªkowa. W pracy [R1] podaj¦ reprezentacj¡ caªkowa funkcji delta-wypukªej f
n-tego rz¦du. Niech f : (a, b) → R b¦dzie funkcj¡ i niech ξ ∈ (a, b). Wtedy f jest delta-wypukªa
n-tego rz¦du wtedy i tylko wtedy gdy f ma reprezentacj¦ ([R1], Th. 2.1)

(29) f(x) =

∫
(a,ξ)

(−1)n+1 [−(x− u)]n+
n!

τ(n)(du) +

∫
[ξ,b)

(x− u)n+
n!

τ(n)(du) +Qξ(x),

gdzie τ(n) jest miara znakowan¡ na B((a, b)), tek¡ »e −∞ < τ(n)((c, d)) < ∞ dla wszystkich
a < c < d < b, i Qξ ∈ Πn. Ponadto, miaraτ(n) jest jedyna, tzn., je»eli ξ1, ξ2 ∈ (a, b) i dwie trójki
(ξ1, τ(n),1, Qξ1) i (ξ2, τ(n),2, Qξ2) odpowiadaj¡ funkcji f w reprezentacji (29), to τ(n)1 = τ(n)2. Je»eli
f = ϕ1 − ϕ2, gdzie ϕ1, ϕ2 : (a, b) → R s¡ obie n-wypukªe, to τ(n) = µ(n)1 − µ(n)2, µ(n)1(du) =

dϕ
(n)
1 (u) and µ(n)2(du) = dϕ

(n)
2 (u). B¦dziemy nazywa¢ τ(n) n-spektraln¡ znakowan¡ miar¡ funkcji

delta-wypukªej f n-tego rz¦du.
Zauwa»my, »e nasz wzór na reprezentacj¦ caªkow¡ ma zastosowanie bez »adnych dodatko-

wych zaªo»e« dla funkcji f , i uogóªnie on i rozszerza wyniki Roberts and Varberg (1973)[172] dla
funkcji wypukªej. Reprezentacj¦ te stosujemy do otrzymania u»ytecznej charakteryzacji funkcji
kontrolnych odpowiadaj¡cych f , do zde�niowania kanonicznego rozkªadu funkcji f , do pokazania
istnienia i zbadania wªasno±ci minimalnych funkcji kontrolnych dla funkcji f (co uogólnia odpo-
wiadaj¡ce im wyniki Hartmana (1959) [64] dla funkcji delta-wypukªych), oraz do zde�niowania i
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zbadania silnej delta-wypukªo±ci n-tego rz¦du, co uogólnia siln¡ n-wypukªo±¢ badan¡ w pracach
Rajba (2011) [R6], oraz Ger i Nikodem (2011) [52]. Proponuj¦ równie» pewne u»yteczne narz¦-
dzia do otrzymywania i dowodzenia wielu postaci nierówno±ci typu Hermita-Hadamarda-Fejéra
dla funkcji delta-wypukªych wy»szych rz¦dów, które uogólniaj¡ wyniki Dragomira i inn. (2002)
[43]. Wyniki te s¡ stosowane do otrzymywania i dowodu nierówno±ci mi¦dzy kwadraturami dla
funkcji delta-wypukªych wy»szych rz¦dów.

Minimalne funkcje kontrolne. Przypomnijmy de�nicj¦ minimalnych funkcji kontrolnych ([R1],
Def. 2.2). Niech f : (a, b)→ R b¦dzie funkcj¡ delta wypukª¡ n-tego rz¦du. Niech f b¦dzie postaci
f = ϕ∗1 − ϕ∗2, gdzie ϕ∗1, ϕ∗2 s¡ obie funkcjami n-wypukªymi. Mówimy, »e ϕ∗1 i ϕ∗2 s¡ minimalnymi
n-wypukªymi funkcjami w reprezentacji funkcji f jako ró»nicy dwóch n-wypukªych funkcji (krócej
minimalnymi n-wypukªymi funkcjami, je»eli dla ka»dych innych dwóch n-wypukªych funkcji ϕ1 i
ϕ2 takich, »e f = ϕ1 − ϕ2, mamy, »e ϕ1 − ϕ∗1 i ϕ2 − ϕ∗2 s¡ obie n-wypukªe. Mówimy, »e funkcja
kontrolna g∗ : (a, b)→ R jest minimalna funkcj¡ kontroln¡ dla f , gdy∣∣∣∣∆n+1

y−x
n+1

f(x)

∣∣∣∣ 6 ∆n+1
y−x
n+1

g∗(x) 6 ∆n+1
y−x
n+1

g(x),

dla ka»dej innej fukcji g : (a, b)→ R, która jest funkcj¡ kontroln¡ dla f i dla wszystkich x, y ∈ (a, b)
takich »e x < y.

W pracy [R1] (Th. 2.3) dowodzimy, »e dla ka»dej funkcji delta-wypukªej n-tego rz¦du istnieje
minimalna funkcja kontrolna. Niech f : (a, b) → R b¦dzie funkcj¡ delta-wypukª¡ n-tego rz¦du
z trójk¡ (ξ, τ(n), Qξ) (ξ ∈ (a, b)) w reprezentacji caªkowej (29). Rozpatrzmy rozkªad Hahna-
Jordana miary znakowanej τ(n): τ(n) = τ+

(n) − τ
−
(n). Miara var

(
τ(n)

)
= τ+

(n) + τ−(n) jest nazywana
wariacj¡ miary znakowanej τ(n). Niech ϕ∗1 : (a, b)→ R, ϕ∗2 : (a, b)→ R b¦d¡ n-wypukªymi miarami
z trójkami (ξ, τ+

(n), Qξ) i (ξ, τ−(n), 0), odpowiednio, w reprezentacji caªkowej funkcji n-wypukªej.
Wtedy: f = ϕ∗1 − ϕ∗2, ϕ∗1 i ϕ∗2 s¡ minimalnymi n-wypukªymi funkcjami oraz g∗ = ϕ∗1 + ϕ∗2 jest
mnimaln¡ funkcja kontroln¡ odpowiadaj¡c¡ f .

W Twierdzeniach 2.4, 2.5 i 2.6 w [R1] podaj¦ charakteryzacje funkcji kontrolnych i minimal-
nych funkcji kontrolnych w terminach znakowanych miar spektralnych odpowiadajacych funkcji
delta-wypuklej n-tego rz¦du. Niech g : (a, b) → R bedzie funkcj¡ n-wypukª¡ z miar¡ µ(n) w re-
prezentacji caªkowej, i niech f : (a, b) → R b¦dzie funkcj¡ delta-wypukª¡ n-tego rz¦du z miara
znakowan¡τ(n) w reprezentacji caªkowej. Wtedy

(i) nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne ([R1], Th. 2.4): (a) f jest kontrolowana przez g, (b)
µ(n) − τ(n) > 0 i µ(n) + τ(n) > 0, (c)

∣∣τ(n)

∣∣ 6 µ(n), (d)
∣∣f (n+1)(x)

∣∣ 6 g(n+1)(x) (x ∈ (a, b)) gdy f i
g sa obie klasy Cn+1 w (a, b),

(ii) nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne([R1], Th. 2.5)): (e) g jest minimaln¡ funkcj¡ kon-
troln¡ dla f , (f) var

(
τ(n)

)
= µ(n), (g)

∣∣f (n+1)(x)
∣∣ = g(n+1)(x) (x ∈ (a, b)) gdy f i g s¡ obie klasy

Cn+1 in (a, b), (h) g = g∗ z dokªadno±ci¡ do wielomianu stopnia co najwy»ej n, gdzie g∗ jest
minimaln¡ funkcj¡ kontroln¡, któr¡ wprowadzili±my wy»ej ([R1], Th. 2.3).

(iii) je»eli g jest minimaln¡ funkcj¡ kontroln¡ to ([R1], Th. 2.6)
∣∣f (n+1)(x)

∣∣ = g(n+1)(x) dla
x ∈ (a, b) λ a.e.

Wzgl¦dna delta-wypukªo±¢ n-tego rz¦du. Przypomnijmy de�nicj¦ wzgl¦dnej delta-wypukªo±ci
wy»szych rz¦dów ([R1], Def. 3.4). Niech f, h : (a, b) → R b¦d¡ funkcjami delta-wypukªymi n-
tego rz¦du z minimalnymi funkcjami kontrolnymi g∗f i g∗h, odpowiednio. Mówimy, »e f : (a, b)→ R
jest delta-wypukªa n-tego rz¦du wzgl¦dem h (krótko n-delta-wypukªa wzgl¦dem h), gdy

∆n+1
y−x
n+1

g∗f (x) > ∆n+1
y−x
n+1

g∗h(x)

dla wszystkich x, y ∈ (a, b) takich »e x < y, i oznaczamy to przez f �dcn h. W pracy [R1]
podajemy charakteryzacj¦ relacji wzgl¦dnej n-delta-wypukªo±ci ([R1], Th. 3.1), która jest dalej
stosowana w dowodzeniu wªasno±ci silnej delta-wypukªo±ci n-tego rz¦du.

Silna delta-wypukªo±¢ n-tego rz¦du. W pracy [R1] wprowadzamy poj¦cie silnej delta-
wypukªo±ci wy»szych rz¦dów. Niech c > 0 i niech f : (a, b) → R b¦dzie delta-wypukª¡ funkcj¡
n-tego rz¦du. Mówimy, »e f jest silnie delta-wypukª¡ funkcj¡ n-tego rz¦du z moduªem c je±li
wszystkie funkcje kontrolne odpowiadaj¡ce funkcji f s¡ silnie n-wypukªe z moduªem c ([R1],
Def. 3.8). W [R1] podajemy charakteryzacj¦ silnej delta-wypukªo±ci n-tego rz¦du, która jest
uogólnieniem chrakteryzacji silnej n-wypukªo±ci. Niech c > 0 i niech f : (a, b)→ R b¦dzie funkcj¡
delta-wypukª¡ n-tego rz¦du. Wtedy f jest funkcj¡ silnie delta-wypukª¡ n-tego rz¦du z moduªem
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c wtedy i tylko wtedy gdy
∣∣f (n+1)(x)

∣∣ > c, for x ∈ (a, b) λ a.e. ([R1], Th. 3.6). Ponadto, je±li
f jest klasy Cn+1 na (a, b), to f jest silnie delta-wypukªa n-tego rz¦du z moduªem c wtedy i tylko
wtedy gdy

∣∣f (n+1)(x)
∣∣ > c dla wszystkich x ∈ (a, b) ([R1], Cor. 3.3).

Nierówno±ci typu Hermita-Hadamarda-Fejéra dla funkcji delta-wypukªych wy»szych
rz¦dów. Nierówno±ci pomi¦dzy operatorami kwadraturowymi. Dajemy probabilistyczn¡
chrakteryzacj¦, delta-wypukªo±ci, która jest uogólnieniem probabilistycznej charakteryzacji wypu-
kªo±ci. Niech f : (a, b)→ R b¦dzie funkcj¡ i niech g : (a, b)→ R b¦dzie funkcj¡ wypykª¡. Wtedy f
jest g-wypukle zdominowana (albo delta-wypukªa z funkcj¡ kontroln¡ g) wtedy i tylko wtedy gdy

|Ef(X)− f(EX)| 6 Eg(X)− g(EX)

dla wszystkich zmiennych losowychX o warto±ciach w (a, b) ([R1], Th. 4.1). Z powy»szej nierów-
no±ci otrzymujemy nierówno±ci typu Jensena dla funkcji delta-wypukªych ([R1], Rem. 4.1, Cor.
4.2). Podajemy uogólnienie nierówno±ci typu Hermita-Hadamarda dla funkcji g-wypukle zdomi-
nowanychdanych w pracy Dragomir i inn. (2002) [43]. Nast¦puj¡ce twierdzenie ([R1], Th. 4.3)
dostarcza u»yteczne narz¦dzia do otrzymywania i dowodu nierówno±ci typu Hermita-Hadamarda-
Fejéra dla funkcji delta-wypukªych wy»szych rz¦dów. Niech n > 1. Niech g : I → R b¦dzie n-
wypukª¡ funkcj¡ i niech f : I → R b¦dzie funkcj¡, która jest g-wypukle zdomonowana n-tego rz¦du
(albo delta-wypukªa n-tego rz¦du z funkcj¡ kontroln¡ g). Niech X i Y b¦d¡ dwiema zmiennymi
losowymi o warto±ciach w I takimi, »e E(Xj−Y j) = 0, j = 1, 2, . . . , n, S−(FX−FY ) = n i ostatnia
zmiana znaku funkcji FX −FY jest dodatnia. Wtedy |Ef(Y )− Ef(X)| 6 Eg(Y )−Eg(X). Bior¡c
szczególne przypadki zmiennych losowych X,Y , z powy»szego twierdzenia otrzymujemy ([R1],
Th. 4.4, Th. 4.5) nierówno±ci typu Hermita-Hadamarda-Fejéra dla funkcji delta-wypukªych
wy»szych rz¦dów, które uogólniaj¡ wyniki of Dragomir i inn. (2002) [43]. Jako zastosowanie
powy»szych wyników dowodzimy pewne nierówno±ci pomi¦dzy operatorami kwadraturowymi dla
fynkcji delta-wypukªych wy»szych rz¦dów([R1], Th. 5.1, Th. 5.2).

7. Pewne relacje wzgl¦dnej wypukªo±ci

Wiele wyników o relacjach wzgl¦dnej wypukªo±ci mo»na znale¹¢, mi¦dzy innymi, w pracach
[32, 45, 143, 144, 158, 93, 10, 166, 154, 155, 158, 92, 93, 172]. W pracy [R3], badam
dwa typy relacji wzgl¦dnej wypukªo±ci funkcji f i g. Mówimy, »e f jest wypukªa wzgl¦dem g w
sensie Palmera (2002,2003) [154, 155], je±li f jest postaci f = h(g), gdzie h jest funkcj¡ ±ci±le
rosn¡c¡ i wypukª¡, i oznaczamy to przez f�(1)g. Podobnie, gdy f jest wypukªa wzgl¦dem g w
sensie badanym w pracy Rajba (2011)[R6], tzn. gdy funkcja f − g jest wypukªa, to oznaczamy
to przez f�(2)g. Realacja wzgl¦dnej wypukªo±ci �(2) funkcji f wzgl¦dem funkcji g(x) = cx2

oznacza zwykª¡ silna wypukªo±¢ funkcji f . Analizuj¦ zwi¡zki pomi¦dzy tymi dwoma rodzajami
wzgl¦dnej wypukªo±ci. Charakteryzuj¦ je w terminach pochodnych jednostronnych funkcji f i g,
jak równie» pochodnych dystrybucyjnych, bez »adnych dodatkowych zaªo»e« o dwukrotnej ró»-
niczkowallno±ci funkcji. Otrzymuj¦ równie» probabilistyczne charakteryzacje. Podaj¦ uogólnienia
silnej wypukªo±ci funkcji i otrzymuj¦ pewne nierówno±ci typu Jensena.

Kryteria ró»niczkowe. Nast¦puj¡ce twierdzenia([R3], Th. 2.7) daje równowa»ne kryterium,
które jest u»ytecznedo dowodzenia wªasno±ci wzgl¦dnej wypukªo±ci �(1) bez odwoªywania si¦ do
funkcji h. Niech f, g : I → R b¦d¡ funkcjami. Wtedy f�(1)g gdy istnieje funkcja λ : I → [0,∞)
taka, »e

a) λ(x) 6= 0 dla ka»dego x ∈ I takiego »e g(x) ∈ int(g(I)),

b) f(y)− f(x) > λ(x)(g(y)− g(x)) dla wszystkich x, y ∈ I.(30)

Ponadto, λ(x) ∈ ∂h(g(x)), dla ka»dego x ∈ I, gdzie h rosn¡c¡ wypukª¡ funkcj¡, tak¡ »e f = h(g).

Zauwa»my, »e jako funkcja λ(x) mo»e by¢ wzi¦ta λ(x) =
f ′R(x)
g′R(x) , dla ka»dego x ∈ I dla którego

g′R(x) 6= 0 (lub λ(x) =
f ′L(x)
g′L(x) , gdy g

′
L(x) 6= 0). Je»eli f i g s¡ dukrotnie ró»niczkowalne na (a, b),

to ([R3], Prop. 2.9)

f�(1)g wtedy i tylko wtedy gdy
f ′′(x)

|f ′(x)|
>

g′′(x)

|g′(x)|
.

W nast¦pnym twierdzeniu ([R3], Th. 2.10) podajemy kryterium dla f�(1)g w terminach po-
chodnych dystrybucyjnych drugiego rz¦du, bez »adnych dodatkowych warunków o dwukrotnej
ró»niczkowalno±ci f i g. Niech f, g : I → R b¦d¡ funkcjami wypukªymi. Wtedy f�(1)g wtedy i
tylko wtedy gdy nast¦puj¡ce warunki s¡ speªnione:
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(i) istnieje funkcja h : g(I)→ R taka,»e f = h(g),

(ii) f ′R(x)
g′R(x) > 0, dla ka»dego x ∈ I takiego, »e g′R(x) 6= 0,

(iii) f ′′(x) > f ′R(x)
g′R(x)g

′′(x), gdy g′R(x) 6= 0, gdzie f ′′(x), g′′(x) oznaczaj¡ tutaj pochodne dystrybu-
cyjne drugiego rz¦du .

Podajemy kontrprzykªady (([R3], Ex. 2.11)), , które pokazuj¡, »e wymienione wy»ej warunki
(i), (ii) and (iii) s¡ konieczne.

Dowodzimy u»yteczne wªasno±ci funkcji f i g dla których istnieje funkcja h taka, »e f = h(g)
([R3], Ex. 2.12, Cor. 2.13, Ex. 2.14, Lem. 2.15, Lem. 2.16, Lem. 2.17). Poda-
jemy charakteryzacj¦ wzgl¦dnej wypukªo±ci �(2). Niech f, g : I → R b¦d¡ funkcjami wypukªymi.
Nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

(i) f�(2)g,
(ii) f ′′ > g′′, gdzie f ′′, g′′ oznaczaj¡ tu pochodne dystrybucyjne,
(iii) Istnieje funkcja λ : I → R taka, »e f(y)− f(x) > λ(x)(y−x), ∀x, y ∈ I, i λ(x) ∈ ∂(f − g)(x),

∀x ∈ I,
(iv) f(y)− f(x) > (f ′R(x)− g′R(x))(y − x), ∀x, y ∈ I,
(v) f(y)− f(x) > (f ′(y)− f ′(x))(y − x), ∀x, y ∈ I, gdy f i g s¡ ró»niczkowalne,
(vi) f ′′(x) > g′′(x), ∀x ∈ I, gdy f i g s¡ dwukrotnie ró»niczkowalne.

Badamy zwi¡zki pomi¦dzy relacjami �(1) i �(2) ([R3], Ex. 2.20, Th. 2.21, Rem. 2.22, Ex.
2.23, Th. 2.24, Ex. 2.25, Ex. 2.26).

Probabilistyczne charakteryzacje. Podajemy probabilistyczn¡ charakteryzacj¦ relacji �(2)

([R3], Prop. 3.2). Niech f, g : I → R b¦d¡ funkcjami wypukªymi. Wtedy f�(2)g wtedy i tylko
wtedy gdy

(31) Ef(X)− f(EX) > Eg(X)− g(EX),

dla wszystkich zmiennych losowych X o warto±ciach w I. Równo±¢ (31) oznacza, »e Jensen gap
funkcji f jest niemniejszy ni» Jensen gap funkcji g. Podajemy probabilistyczn¡ charakteryzacj¦
relacji �(1) ([R3], Th. 3.3). Niech f, g : I → R b¦d¡ funkcjami wypukªymi takimi, »e f�(1)g.
Wtedy istnieje funkcja λ : I → [0,∞) taka, »e

(32) Ef(X)− f(EX) > λ(EX)(Eg(X)− g(EX)),

dla wszystkich zmiennych losowych X o warto±ciach w I. Podajemy kontrprzykªady, które po-
kazuj¡ »e warunek (32) nie jest wystarczaj¡cy. Podajemy równie» nast¦puj¡c¡ charakteryzacj¦
relacji �(1) ([R3], Th. 3.5). Niech f, g : I → R b¦d¡ funkcjami wypukªymi takimi, »e f�(1)g.
Wtedy

(33) [Ef(X)− f(EX)] >
f ′R(EX)

g′R(EX)
[Eg(X)− g(EX)],

dla wszystkich zmiennych losowych X o warto±ciach w I, takich »e g′R(EX) 6= 0.Mo»na zauwa»y¢,
»e warunek (33) mo»e by¢ przepisany w postaci

(34)
1

|f ′R(EX)|
[Ef(X)− f(EX)] >

1

|g′R(EX)|
[Eg(X)− g(EX)],

c, takich »e g′R(EX) 6= 0 and f ′R(EX) 6= 0. Podajemy nierówno±ci typu Jensena dla relacji
wzgl¦dnej wypukªo±ci �(1) and �(2) ([R3], Cor. 3.7, Cor. 3.8, Cor. 3.9).

Pewne silne wypukªo±ci. W pracy [R3] de�niuj¦ siln¡ wypukªo±¢ wzgl¦dem relacji �(i) (i =
1, 2). Mówimy, »e funkcja f : I → R jest silnie wypukªa (z moduªem c > 0) wzgl¦dem relacji �(i)

(i = 1, 2) (lub krócej f jest silnie wypukªa wzgl¦dem �(i)) je±li f�(i)cx
2 ([R3], Def. 4.1). Wtedy

silna wypukªo±¢ wzgl¦dem �(2) jest zwykª¡ siln¡ wypukªo±ci¡. Przypomnijmy probabilistyczn¡
charakteryzacj¦ silnej wypukªo±ci podan¡ w pracy [P21]. Funkcja f : I → R jest silnie wypukªa
(z moduªem c > 0) wtedy i tylko wtedy gdy

(35) Ef(X)− f(EX) > cD2(X),

dla wszystkich zmiennych losowych X o warto±ciach w I. Nierówno±¢ (35) oznacza, »e Jensen gap
funkcji f jest niemniejszy ni» wariancja zmiennej losowej X pomno»ona przez c. W nast¦puj¡-
cym twierdzeniu ([R3], Th. 4.5) podajemy probabilistyczn¡ charakteryzacj¦ silnej wypukªo±ci
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wzgl¦dem relacji �(1). Niech f : I → R b¦dzie funkcj¡ wypukª¡ i niech c > 0. Je»eli f jest silnie
wypukªa wzgl¦dem �(1) (z moduªem c), to

(36) Ef(X)− f(EX) > f ′R(EX)
D2(X)

2EX
,

dla wszystkich zmiennych losowych X o warto±ciach w I, takich »e EX 6= 0. Zauwa»my, »e
D2(X)/EX jest stosunkiem wariancja do warto±ci oczekiwanej zmiennej losowej X (VMR(X)).
Nierówno±¢ (36) oznacza, »e Jensen gap funkcji f jest nie mniejszy, ni» poªowa stosunku wariancja
do warto±ci oczekiwanej zmiennej losowej X pomno»onego przez f ′R(EX). Zauwa»my, »e prawa
strona (36) jest niezale»na od moduªu c. Bior¡c szczególne przypadki rozkªadów zmiennej losowej
X, z nierówno±ci (36) otrzymujemy nierówno±ci typu Jensena dla silnej wypukªo±ci wzgl¦dem
relacji �(1) ([R3], Cor. 4.6, Cor. 4.7).





ROZDZIAª 2

Funkcje n-Jensen-wypukªe oraz n-Wright-wypukªe

1. n-Wright-wypukªo±¢ implikuje n-Jensen-wypukªo±¢

Przypomnijmy, »e f : R→ R jest n�Wright�wypukªa, gdy

(37) ∆h1... hn+1
f(x) > 0

dla wszystkich x ∈ R i h1, . . . , hn+1 > 0. Oczywi±cie, bior¡c wy»ej h1 = · · · = hn+1 = h, otrzy-
mujemy ∆n+1

h f(x) > 0, co oznacza, »e ka»da n�Wright wypukªa funkcja jest n�Jensen wypukªa.

2. Jensen-wypukªo±¢ implikuje Wright-wypukªo±¢

Powstaje naturalne pytanie, czy odwrotna implikacja jest prawdziwa, tzn., czy n�Jensen�
wypukªe funkcje s¡ równie» n�Wright�wypukªe. Dla n = 1 nie jest trudno da¢ negatywn¡ od-
powied¹. Mianowicie, funkcja f : R → R dana wzorem f(x) = |a(x)|, gdzie a : R → R jest
nieci¡gª¡ addytywn¡ funkcj¡ jest Jensen�wypukªa i nie jest Wright�wypukªa (patrz [147]). Rze-
czywi±cie, ze znanego twierdzenia Ng'ego o reprezentacji (patrz. [141]) wiemy, »e je»eli funkcja
jest Wright�wypukªa, to jest ona sum¡ funkcji addytywnej i wypukªej. Gdyby f byªa Wright-
wypukªa, to wtedy albo f musiaªaby by¢ ci¡gªa albo jej wykres byªby g¦sty na caªej pªaszczy¹nie
(patrz np. [96]). Ale ani f nie jest ci¡gªa, ani wykres f nie jest g¦sty na caªej pªaszczy¹nie. St¡d
f nie jest Wright-wypukªa.

Funkcje Wright�wypukªe wy»szych rz¦dów badane s¡ w wielu pracach [53, 54, 118], ale
w »adnej z nich (przed nasz¡ prac¡) nie byª rozwa»any przedstawiony wy»ej problem. W pracy
[R5] podajemy negatywn¡ odpowied¹ dla n naturalnych nieparzystych.

3. n-Jensen-wypukªo±¢

Przypomnijmy, »e dla x ∈ R mamy x+ = max{x, 0} = x+|x|
2 i xn+ = (x+)n. Nietrudno pokaza¢

nast¦puj¡cy lemat.

Lemat 1. Niech n ∈ N, c > 0. Funkcja ϕ : R→ R given by ϕ(x) = cxn+ jest n�Jensen�wypukªa.

W pracy [R5] dowodzimy ogólniejsze twierdzenie, dla funkcji addytywnych.

Twierdzenie 2. ([R5], Cor. 2.2) Je»eli a : R → R jest funkcja addytywna i n jest naturaln¡
liczb¡ nieparzyst¡, to f(x) = a(x)n+ jest n�Jensen�wypukªa.

4. Funkcja, która jest n-Jensen-wypukªa i nie jest n-Wright-wypukªa

W pracy [R5] wykorzystujemy funkcje addytywne skonstruowane w oparciu o baz¦ Hamela.
Wiadomo, »e funkcja addytywna a : R → R jest jednoznacznie wyznaczona przez jej warto±ci na
bazie Hamela (patrz np [96]). W poni»szym twierdzeniu podajemy przykªad funkcji, która jest
n-Jensen wypukªa, ale nie jest n-Wright wypukªa. Jest to jeden z gªównych wyników rozprawy.

Twierdzenie 3. ([R5], Th. 2.3) Niech n b¦dzie naturaln¡ liczba naturaln¡ i niech H ⊂ R b¦dzie
baz¡ Hamela, tak¡ »e h1, . . . , hn+1 ∈ H s¡ dodatnie. Niech a : R → R b¦dzie addytywn¡ funkcj¡,
tak¡ »e

a(h1) = −1, a(h2) = · · · = a(hn+1) = 1.

Wtedy funkcja f : R→ R zde�niowana wzorem

(38) f(x) =
(
a(x)

)n
+

jest n�Jensen�wypukªa i nie jest n�Wright�wypukªa.
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f jest n�Jensen wypukªa. Z twierdzenia 2 funkcja f jest n�Jensen wypukªa.
f nie jest n�Wright�wypukªa. �eby udowodni¢, »e f nie jest n�Wright�wypukªa, wystarczy
sprawdzi¢, »e ∆h1... hn+1

f(0) = −1 (patrz (10)). Jakkolwiek to zadanie nie jest trywialne. Wymaga
to wprowadzenia nowych narz¦dzi i jest raczej dªugie.

5. Dwa przypadki szczególne

Przypadek n = 3. Jak ju» o tym wspomnieli±my, dowód Twierdzenia 3 jest trudny. �eby
zilustrowa¢ zagadnienie, najpierw przedstawimy prostszy dowód w szczególnym przypadku n = 3.

We¹my baz¦ Hamela H tak¡, »e h1, h2, h3, h4 ∈ H s¡ dodatnie. Niech a : R → R b¦dzie
addytywn¡ funkcj¡, tak¡ »e a(h1) = −1, a(h2) = a(h3) = a(h4) = 1. Niech f(x) =

(
a(x)

)3
+
. Na

podstawie Twierdzenia 2, funkcja f : R → R jest 3�Jensen�wypukªa. Chcemy pokaza¢, »e f nie
jest 3�Wright�wypukªa. �eby to udowodni¢, wystarczy sprawdzi¢, »e ∆h1h2h3h4

f(0) = −1 < 0,
wtedy nierówno±¢ (37) nie zachodziªaby dla n = 3. Mamy

f(0 + h1 + h2 + h3 + h4) =
(
a(0) + a(h1) + a(h2) + a(h3) + a(h4)

)3
+

= 8 .

Podobnie

f(0 + h1 + h2 + h3) = f(0 + h1 + h2 + h4) = f(0 + h1 + h3 + h4) = 1 ,

f(0 + h2 + h3 + h4) = 27 ,

f(0 + h1 + h2) = f(0 + h1 + h3) = f(0 + h1 + h4) = 0 ,

f(0 + h2 + h3) = f(0 + h2 + h4) = f(0 + h3 + h4) = 8 ,

f(0 + h1) = 0 ,

f(0 + h2) = f(0 + h3) = f(0 + h4) = 1 ,

f(0) = 0 .

Wtedy otrzymujemy

∆4
h1h2h3h4

f(x) = f(0 + h1 + h2 + h3 + h4)

−
[
f(0 + h1 + h2 + h3) + f(0 + h1 + h2 + h4)

+ f(0 + h1 + h3 + h4) + f(0 + h2 + h3 + h4)
]

+
[
f(0 + h1 + h2) + f(0 + h1 + h3) + f(0 + h1 + h4)

+ f(0 + h2 + h3) + f(0 + h2 + h4) + f(0 + h3 + h4)
]

−
[
f(0 + h1) + f(0 + h2) + f(0 + h3) + f(0 + h4)

]
+ f(0) = 8− 30 + 24− 3 + 0 = −1 .

Podobny dowód powtórzyli±my dla n ∈ {5, 7, 9, 11}, chocia» obliczenia byªy przeprowadzone przy
pomocy komputera.

Przypadek n = 2. Przeprowadzimy teraz dyskusj¦ przypadku n = 2, »eby przekona¢ si¦, »e
w przypadku n parzystych nasz problem nie jest ªatwy do rozwi¡zania. Dokªadniej chcemy po-
równa¢ klas¦ 2�Jensen�wypukªych funkcji z klas¡ 2�Wright�wypukªych funkcji.

By¢ mo»e funkcja f : R → R danej wzorem f(x) = |Q(x)|, gdzie funkcja Q : R → R speªnia
równanie funkcyjne kwadratowe

(39) Q(x+ y) +Q(x− y) = 2Q(x) + 2Q(y),

mogªaby by¢ dobrym przykªadem funkcji 2�Jensen�wypukªej, która nie jest 2�Wright�wypukªa.
Niestety, taka funkcja f mo»e nie by¢ 2�Jensen�wypukªa. �eby si¦ o tym przekona¢ we¹my baz¦
Hamela H zawieraj¡c¡ wektory 1,

√
2 i 4
√

2. Nast¦pnie rozpatrzmy funkcj¦ addytywn¡ a : R→ R
zde�niowan¡ na H równo±ciami a(1) = −9, a(

√
2) = 4 oraz a(h) = 0 dla h ∈ H \

{
1,
√

2
}
. Wtedy

funkcja Q(x) = a(x2) speªnia równanie kwadratowe (39). Ostatecznie, dla x = 1, h = 4
√

2− 1 > 0
mamy Q(x) = −9, Q(x+ h) = 4, Q(x+ 2h) = 7, Q(x+ 3h) = 0, zatem

∆3
hf(x) = ∆3

h|Q(x)| = |Q(x+ 3h)| − 3|Q(x+ 2h)|+ 3|Q(x+ h)| − |Q(x)| = −18 < 0,
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co, zgodnie z (9), dowodzi, »e f nie mo»e by¢ 2�Jensen�wypukªa.

Maj¡c na wzgl¦dzie Twierdzenie 3, mo»na byªoby oczekiwa¢, »e funkcja f(x) =
(
a(x)

)2
+

(dla odpowiednio wybranej funkcji a : R → R) mogªaby by¢ dobrym przykªadem funkcji 2�
Jensen�wypukªej, która nie jest 2�Wright�wypukªa. Jakkolwiek, takie funkcje nie s¡ 2�Jensen�
wypukªe dla dowolnej nieci¡gªej addytywnej a i dla dowolnej funkcji postaci a(x) = cx z c < 0, co
pokazujemy ni»ej. Je»eli a(x) = cx z pewnym c > 0, to f jest ci¡gªa, f jest 2�Jensen�wypukªa.
st¡d, z ci¡gªo±ci, otrzymujemy, »e f jest równie» 2�Wright�wypukªa (patrz [96, Theorem 15.7.1]),
zatem nie jest ona dobrym kandydatem dla naszego przykªadu.

Stwierdzenie 4. ([R5], Prop. 3.1) Je»eli a : R → R jest nieci¡gª¡ addytywn¡ funkcj¡, to

f(x) =
(
a(x)

)2
+
nie jest 2�Jensen�wypukªa.

Dowód. Poniewa» a jest nieci¡gªa addytywna, to jej wykres jest g¦sty na caªej pªaszczy¹nie
(patrz np. [96]). Wtedy w otoczeniu punktu (0, 1) istnieje punkt

(
x, a(x)

)
, taki »e

(40) 0.9 < a(x) < 1.1 .

Podobnie, w otoczeniu punktu (1,−2) istnieje punkt
(
h, a(h)

)
z h > 0 taki »e

−2.1 < a(h) < −1.9 .

Zatem

−5.4 < a(x+ 3h) = a(x) + 3a(h) < −4.6 =⇒
(
a(x+ 3h)

)
+

= 0,

−3.3 < a(x+ 2h) = a(x) + 2a(h) < −2.7 =⇒
(
a(x+ 2h)

)
+

= 0,

−1.2 < a(x+ h) = (x) + a(h) < −0.8 =⇒
(
a(x+ h)

)
+

= 0.

Z (40) otrzymujemy
(
a(x)

)
+

= a(x) > 0, st¡d, na podstawie f(x) =
(
a(x)

)2
+
,

∆3
hf(x) = f(x+ 3h)− 3f(x+ 2h) + 3f(x+ h)− f(x) = −

(
a(x)

)2
< 0,

czyli nierówno±¢ (9) nie zachodzi dla n = 2 i dla pewnych x ∈ R i h > 0. �

Stwierdzenie 5. ([R5], Prop. 3.2) Je»eli a(x) = cx dla pewnego c > 0, to f(x) =
(
a(x)

)2
+
jest

2�Jensen�convex.

Stwierdzenie 6. ([R5], Prop. 3.3) Je»eli a(x) = cx dla pewnego c < 0, to f(x) =
(
a(x)

)2
+
nie

jest 2�Jensen�wypukªa.

6. Dowód Twierdzenia 3

W pracy [R5] podaj¦ nowe narz¦dzia z teorii miary i stosuj¦ je do dowodu, »e funkcja f
zde�niowana w Twierdzeniu 3 nie jest n�Wright�wypukªa. Zgodnie z nasz¡ najlepsz¡ wiedz¡,
przy badaniu tego typu funkcji, takie podej±cie nie byªo dotychczas stosowane.

Operatory Jh, Jh1h2... hn . Niech M (R) b¦dzie zbiorem wszystkich miar borelowskich ν na
B(R), takich »e ν

(
(−∞, x)

)
<∞, x ∈ R. Niech ν ∈M (R). De�niuj¦

Jhν(B) =

∞∑
n=0

τnh ν(B) , h > 0 , B ∈ B(R) ,

gdzie τ0
hν(B) = ν(B), τn+1

h (B) = τh
(
τnh ν

)
(B).

Stwierdzenie 7. ([R5], Prop. 4.2) Niech µ ∈M (R) i h > 0.

1. Je»eli

(41) ∇h µ > 0 ,

to istnieje ν ∈M (R) taka, »e µ ma posta¢

(42) µ = Jhν .

Ponadto, miara ν jest jedyna i jest ona postaci

(43) ν = ∇h µ .

2. Je»eli µ jest postaci (42) z ν ∈M (R), wtedy warunki (41) i (43) zachodz¡.
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Dla ν ∈M (R) i h1, . . . , hn > 0 oznaczamy Jh1h2... hnν = Jh1
Jh2

. . .Jhnν. Jako konsekwencj¦
Stwierdzenia 7 otrzymujemy

Stwierdzenie 8. ([R5], Prop. 4.3) Niech h1, . . . , hn > 0.

(a) Je»eli ν ∈M (R) speªnia warunek Jh1... hnν ∈M (R), to ∇h1... hn

(
Jh1... hnν

)
= ν.

(b) Je»eli µ ∈M (R) speªnia warunek ∇h1... hn µ > 0, to Jh1... hn

(
∇h1... hn µ

)
= µ.

Przygotowania do szkicu dowodu Twierdzenia 3. Ustalmy n ∈ N i rozwa»my baz¦
Hamela H ⊂ R taka, »e h1, . . . , hn+1 ∈ H s¡ dodatnie. Zachowujemy te konwencj¦ do ko«ca
dowodu tego twierdzenia. De�niujemy miary µ1, . . . , µn+1 ∈M (R) wzorem

(44) µi = Jh1... hn+1δhi , i = 1, . . . , n+ 1 ,

gdzie δx jest miar¡ probabilistyczn¡ skupion¡ w punkcie x. Dalej, de�niujemy miar¦ znakowan¡
µ jako

(45) µ = µ2 + · · ·+ µn+1 − µ1 .

Elementy h1, . . . , hn+1, jako elementy bazy Hamela s¡ niewspóªmierne, i nietrudno jest sprawdzi¢,
»e zachodz¡ wzory

(46) µi =

∞∑
j1,...,jn+1=0

δhi+j1h1+···+jn+1hn+1 , i = 1, . . . , n+ 1 .

Nast¦pnie rozwa»amy zbiory A,A1, . . . , An+1 ⊂ R zde�niowane jako

Ai =

{
hi +

n+1∑
j=1
j 6=i

εjhj : εj ∈ {0, 1}, j = 1, . . . , n+ 1

}
, i = 1, . . . , n+ 1 ,

A = A1 ∪ · · · ∪An+1 .

B¦dziemy u»ywa¢ oznaczenia µ(x) = µ
(
{x}
)
.

Twierdzenie 9. ([R5], Th. 4.5) Niech f : R→ R b¦dzie zde�niowana jak w Twierdzeniu 3 i µ
b¦dzie miar¡ znakowan¡ dan¡ przez (45). Wtedy

(47) f(x) = (µ+ δh1
)n(x) dla ka»dego x ∈ A .

W szczególno±ci,

(48) ∇h1... hn+1
f(h1 + · · ·+ hn+1) = ∇h1... hn+1

(µ+ δh1
)n(h1 + · · ·+ hn+1) .

Twierdzenie 9 pozwala nam pracowa¢ z miarami zamiast oryginalnej funkcji f . Ni»ej podajemy
trzy u»yteczne wzory.

Lemat 10. ([R5], Lem. 4.6) Niech µ = µ2 + · · · + µn+1 − µ1 b¦dzie miar¡ znakowan¡ dan¡
wzorem (45). Wtedy

(µ+ δh1
)n(x) =

(
µ(x)

)n − (−1)nδh1
(x) dla ka»dego x ∈ A ,(49)

∇h1... hn+1

(
µ(h1 + · · ·+ hn+1)

)n
= 0 ,(50)

∇h1... hn+1
δh1

(h1 + · · ·+ hn+1) = (−1)n .(51)

Szkic ko«cowego kroku dowodu Twierdzenia 3.
Przypomnijmy, »e rozwa»ali±my nieparzyste n ∈ N i »e mieli±my wybran¡ baz¦ Hamela H ⊂ R
tak¡, »e h1, . . . , hn+1 ∈ H byªy dodatnie. Zde�niowali±my funkcj¦ addytywn¡ a : R → R tak¡,
»e a(h1) = −1 i a(h2) = · · · = a(hn+1) = 1 oraz funkcj¦ f : R → R jako f(x) =

(
a(x)

)n
+
.

Pokazali±my, »e f jest n�Jensen�wypukªa. Pozostaªo do udowodnienia, »e f nie jest n�Wright�
wypukªa. �eby to pokaza¢ wystarczy sprawdzi¢, »e ∆h1... hn+1

f(0) = −1. Z (8) jest to równowa»ne
równo±ci ∇h1... hn+1

f(h1 + · · ·+ hn+1) = −1. U»ywaj¡c (48) � (51) otrzymujemy

∇h1... hn+1f(h1 + · · ·+ hn+1) = ∇h1... hn+1(µ+ δh1)n(h1 + · · ·+ hn+1)

= ∇h1... hn+1

((
µ(h1 + · · ·+ hn+1)

)n − (−1)nδh1(h1 + · · ·+ hn+1)
)

= ∇h1... hn+1

(
µ(h1 + · · ·+ hn+1)

)n
+∇h1... hn+1

δh1
(h1 + · · ·+ hn+1) = −1,

co ko«czy dowód. �



ROZDZIAª 3

Funkcje n-wypukªe

W tym rozdziale, w Cz¦±ci 1 podaj¦ caªkow¡ reprezentacj¦ n-wypukªej funkcji f bez »adnych
dodatkowych zaªo»e« o f . Jest ona nast¦pnie stosowana do dalszego badania n-wypukªo±ci, do
charakteryzacji silnej n-wypukªo±ci, n-Wright-wypukªo±ci, i wzgl¦dnej n-wypukªo±ci funkcji, mi¦-
dzy innymi. Równie» wykorzystuj¦ t¦ reprezentacj¦ do badania wªasno±ci typu podparciowego
funkcji n-wypukªych.

W Cz¦±ci 2, dowodz¦, »e n-wypukªa funkcja mo»e by¢ przedstawiona w postaci sumy dwóch
(n + 1)-krotnie monotonicznych funkcji i wielomianu stopnia co najwy»ej n. Ten wynik jest
odpowiednikiem charakteryzacji funkcji wypukªej podanej przez Robertsa i Varberga w [172]).
U»ywaj¡c tego rozkªadu otrzymuj¦ nowy rozkªad funkcji n-Wright-wypukªej, co uogólnia wyniki
Maksy i Pálesa [118].

W Cz¦±ci 3, de�niuj¦ i badam wzgl¦dn¡ n-wypukªo±¢ funkcji n-wypukªych. Wzgl¦dna n-
wypukªo±¢ indukuje cz¦±ciowy porz¡dek w zbiorze funkcji n-wypukªych. De�niuj¦ miar¦ n-wypu-
kªo±ci funkcji n-wypukªej f u»ywaj¡c n-spektralnych miar wyst¦puj¡cych w jej reprezentacji caª-
kowej. Podaj¦ charakteryzacj¦ wzgl¦dnej n-wypukªo±ci w terminach miar n-wypukªo±ci, u»ywa-
j¡c pochodnych dystrybucyjnych n-tego rz¦du jak rownie» w terminologii pochodnych Radona-
Nikodyma. U»ywaj¡c rozkªadu Lebesgue'a miar n-spektralnych odpowiadaj¡cych funkcji n-wypu-
kªej f , rozwa»am odpowiedni rozkªad funkcji f . Rozkªad ten jest stosowany do uzyskania u»ytecz-
nej charakteryzacji wzgl¦dnej n-wypukªo±ci.

W Cz¦±ci 4, de�niuj¦ i badam poj¦cie silnej n-wypukªo±ci, które uogólnia poj¦cie silnej wypu-
kªo±ci. Wiemy, »e silna wypukªo±¢ mo»e by¢ scharakteryzowana w terminach drugiej pochodnej
f ′′(x) dla funkcji f dwukrotnie ró»niczkowalnej. Ja podaj¦ charakteryzacj¦ silnej n-wypukªo±ci
funkcji n-wypukªej f w terminach wªasno±ci f (n+1)(x) prawie wsz¦dzie wzgl¦dem miary Lebes-
gue'a (f (n+1)(x) istnieje prawie wsz¦dzie dla n-wypukªej funkcji f), bez dodatkowych zaªo»e« o
ró»niczko walno±ci funkcji f .

W Cz¦±ci 5, dowodz¦, »e dla ka»dych dwóch n-wypukªych funkcji f and g, takich, »e f jest
n-wypukªa wzgl¦dem g, funkcja g jest podparciem dla f , w sensie zde�niowanym przez W¡so-
wicza [217], z dokªadno±ci¡ do wielomianu stopnia co najwy»ej n. Jest to uogólnienie wyników
W¡sowicza [217].

1. Reprezentacja caªkowa

W [R6] podaj¦ nast¦puj¡c¡ reprezentacj¦ funkcji n-wypukªej f .

Twierdzenie 11. ([R6], Th. 2.9, Th. 2.10) Niech f : (a, b)→ R b¦dzie n-wypukª¡ funkcj¡.

a) Dla ka»dego ξ ∈ (a, b), funkcja f ma reprezentacj¦

(52) f(x) =

∫
(a,ξ]

(−1)n+1 [−(x− u)]n+
n!

µ(n)ξ−(du) +

∫
[ξ,b)

(x− u)n+
n!

µ(n)ξ+(du) +Qξ(x),

dla wszystkich x ∈ (a, b), gdzie

µ(n)ξ−(du) = d[f (n)(u)− f (n)(ξ+)]−,

µ(n)ξ+(du) = d[f (n)(u)− f (n)(ξ+)]+,

Qξ ∈ Πn.(53)

Ponadto, miara µ(n) dana wzorem

(54) µ(n)(du) = µf(n)(du) = µ(n)ξ−(du) + µ(n)ξ+(du) = df (n)(u)

jest niezale»na od wyboru ξ. B¦dziemy nazywa¢ µ(n) n-spektraln¡ miar¡ odpowiadaj¡c¡ f .

25
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b) Je»eli limx→a+ f
(n)(x) = f (n)(a+) = α jest sko«czona, to f(x) (x ∈ (a, b)) mo»e by¢ przedsta-

wiona w postaci

(55) f(x) =

∫ b

a

(x− u)n+
n!

µ(n)a+(du) +Qa(x),

gdzie µ(n)a+(du) = d[f (n)(u)− α]+, Qa(x) ∈ Πn.

c) Je»eli limx→b− f
(n)(x) = f (n)(b−) = β jest sko«czona, to f(x) (x ∈ (a, b)) mo»e by¢ przedsta-

wiona w postaci

(56) f(x) =

∫ b

a

(−1)n+1 [−(x− u)]n+
n!

µ(n)b−(du) +Qb(x),

gdzie µ(n)b−(du) = d[f (n)(u)− β]−, Qb(x) ∈ Πn.

Zachodzi równie» twierdzenie odwrotne.

Twierdzenie 12. ([R6], Th. 2.9, Th. 2.10)

a) Je»eli funkcja f(x) (x ∈ (a, b)) dana jest wzorem (54), gdzie Qξ ∈ Πn i µ(n)((c, d)) < ∞ dla
wszystkich a < c < d < b, to f jest n-wypukªa.

b) Je»eli funkcja f(x) (x ∈ (a, b)) dana jest wzorem (55), gdzie Qa(x) ∈ Πn i µ(n)((a, d)) < ∞
dla wszystkich a < d < b, to f jest n-wypukªa.

c) Je»eli funkcja f(x) (x ∈ (a, b)) dana jest wzorem (56), gdzie Qb(x) ∈ Πn i µ(n)((c, b)) <∞ dla
wszystkich a < c < b, to f jest n-wypukªa.

2. n-wypukªo±¢ i wielokrotna monotoniczno±¢

Z Twierdzenia 11 o reprezentacji funkcji n-wypukªej f , oraz bior¡c pod uwag¦ wzory na repre-
zentacj¦ funkcji (n+1)-krotnie monotonicznej nierosn¡cej i niemalej¡cej, (16) i (15), odpowiednio,
otrzymujemy, »e f mo»e by¢ reprezentowana jako suma dwóch funkcji (n + 1)-krotnie monoto-
nicznej nierosn¡cej i niemalej¡cej, oraz wielomianu stopnia co najwy»ej n. Ten wynik uogólnia
znane twierdzenie o reprezentacji funkcji wypukªej jako sumy pewnych dwóch funkcji nierosn¡cej
i niemalej¡cej, i wielomianu stopnia co najwy»ej 1, podanego przez Robertsa i Varberga w [172]).
Niech M(n+1)+((a, b)) i M(n+1)−((a, b)) b¦d¡ klasami funkcji (n + 1)-krotnie monotonicznych
niemalej¡cych oraz nierosn¡cych na (a, b), odpowiednio.

Twierdzenie 13. ([R6], Th. 3.2) Niech n > 1, a 6 ξ 6 b i niech f : (a, b) → R. Wtedy f jest
n-wypukªa wtedy i tylko wtedy, gdy f jest postaci

f(x) = M1(x) +M2(x) +Q(x),

gdzie (−1)n+1M1(x) ∈ M(n+1)−((a, ξ)), M2(x) ∈ M(n+1)+((ξ, b)), M1(x) +M2(x) jest ci¡gªa na
(a, b) oraz Q(x) ∈ Πn.

Przy badaniu nierówno±ci (9), funkcje, które speªniaj¡ (9) z równo±ci¡ odgrywaj¡ du»¡ rol¦
przy badaniu nierówno±ci (patrz [96]). Dla n ∈ N, funkcja P : R → R jest nazywana funkcj¡
wielomianow¡ stopnia co najwy»ej n, gdy speªnia ona równanie Frécheta , tzn. je±li

(∆h)n+1P (x) = 0 (h, x ∈ R).

Wielomiany s¡ dokªadnie ci¡gªymi funkcjami wielomianowymi, jakkolwiek w terminach baz Ha-
mela mo»na skonstruowa¢ funkcje wielomianowe nieci¡gªe [96]). Maksa and Páles [118] udowod-
nili, »e ka»da funkcja n-Wright-wypukªa mo»e by¢ reprezentowana jako suma funkcji n-wypukªej
i funkcji wielomianowej.

Stwierdzenie 14. ([118]) Niech n > 1 i f : (a, b)→ R. Wtedy f jest n-Wright-wypukª¡ funkcj¡
wtedy i tylko wtedy, gdy f jest postaci

(57) f(x) = C(x) + P (x) (x ∈ (a, b)),

gdzie C : (a, b) → R jest ci¡gªa n-wypukªa i P : R → R jest funkcj¡ wielomianow¡ stopnia co
najwy»ej n z P (Q) = {0}. Przy dodatkowym zaªo»eniu P (Q) = 0, rozkªad (57) jest jedyny.

Z Twierdzenia 13 i Stwierdzenia 14 otrzymujemy nast¦puj¡cy rozkªad funkcji n-Wright-wypukªej.
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Twierdzenie 15. ([R6], Theorem 3.6) Niech n > 1, a < ξ < b i f : (a, b) → R. Wtedy f jest
n-Wright-wypukªa wtedy i tylko wtedy, gdy

f(x) = M1(x) +M2(x) +Q(x) + P (x),

gdzie (−1)n+1M1(x) jest (n+ 1)-krotnie monotoniczna niemalej¡ca na (a, ξ), M2(x) jest (n+ 1)-
krotnie monotoniczna nierosn¡ca na (ξ, b), M1(x) + M2(x) jest ci¡gªa na(a, b), Q(x) jest wielo-
mianem stopnia co najwy»ej n (jak w Twierdzeniu 13) i P (x) jest funkcj¡ wielomianow¡ stopnia
co najwy»ej n.

3. Wzgl¦dna n-wypukªo±¢

Niech g : (a, b) → R b¦dzie n-wypukª¡ funkcj¡. Mówimy, »e funkcja f : (a, b) → R jest n-
wypukªa wzgl¦dem g, gdy f − g jest n-wypukªa, i oznaczamy to jako f �n g.

Wzgl¦dna n-wypukªo±¢ zde�niowana wy»ej jest uogólnieniem wzgl¦dnej wypukªo±ci badanej
w pracy Karlina i Studdena [93] (dla n = 1) (patrz równie» [32], [63], [155], [158]).

Gdy f jest n-wypukªa wzgl¦dem g, to obie funkcje f−g i g s¡ n-wypukªe. Pisz¡c f = g+(f−g),
otrzymujemy, »e f te» musi by¢ n-wypukªa. Funkcje f : (a, b) → R i g : (a, b) → R, które s¡
niemalej¡ce i nierosn¡ce na tych samych przedziaªach nazywaj¡ si¦ izotoniczne, lub mówimy, »e
s¡ elementami tej samej izotonicznej klasy.

Twierdzenie 16. ([R6], Th. 4.3)

f �n g wtedy i tylko wtedy, gdy µf(n) > µ
g
(n).

Na podstawie Twierdzenia 16, miara µf(n) mo»e by¢ uwa»ana jako miara n-wypukªo±ci funkcji

f (lub krócej miara n-wypukªo±ci). B¦dziemy mówi¢, »e funkcje f, g : (a, b)→ R s¡ równe modulo
Πn, albo »e s¡ elementami tej samej modulo Πn klasy, gdy ró»ni¡ si¦ o wielomian Q ∈ Πn. Relacja
modulo Πn jest relacj¡ równowa»no±ci i st¡d de�niuje klasy równowa»no±ci. Dla n-wypukªej
f i g : (a, b) → R, które s¡ elementami tej samej modulo Πn klasy otrzymujemy, »e f (n)(x)
i g(n)(x) ró»ni¡ si¦ na (a, b) o staª¡. St¡d, na podstawie Twierdzenia 11, otrzymujemy nast¦puj¡ce
twierdzenie.

Twierdzenie 17. ([R6], Th. 4.4)

f = g (mod Πn) wtedy i tylko wtedy, gdy µf(n) = µg(n).

Relacja wzgl¦dnej n-wypukªo±ci indukuje cz¦±ciowy porz¡dek.

Twierdzenie 18. ([R6], Th. 4.5) Relacja wzgl¦dnej n-wypukªo±ci indukuje cz¦±ciowy porz¡dek
na modulo Πn klasach równowa»no±ci funkcji n-wypukªych.

Jako prosty przykªad zastosowania Twierdzenia 11 mo»na udowodni¢ nast¦puj¡ce twierdzenie.
Oznaczamy przez dµ/dν = ϕ pochodn¡ Radona-Nikodyma miary µ wzgl¦dem miary ν (patrz
[175]).

Twierdzenie 19. ([R6], Th. 4.6) Niech f, g : (a, b)→ R b¦d¡ n-wypukªe. Wtedy

a) istnieje funkcja n-wypukªa fmax, taka »e

fmax �n f, fmax �n g,

i dla ka»dej n-wypukªej funkcji h

(h �n f i h �n g)⇒ h �n fmax,

b) istnieje funkcja n-wypukªa fmin, taka »e

f �n fmin, g �n fmin,

i dla ka»dej n-wypukªej funkcji h

(f �n h and g �n h)⇒ fmin �n h,

c) gdy f �n g i f 6= g(mod Πn), to istnieje funkcja n-wypukªa w, taka »e f 6= w (mod Πn),
g 6= w (mod Πn) i

f �n w �n g.
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Z twierdzenia Lebesgue'a o rozkªadzie miary i o rozkªadzie miary singularnej, ka»da σ-sko«czona
miara µ mo»e by¢ przedstawiona w postaci sumy miary absolutnie ci¡gªej (wzgl¦dem miary Le-
besgue'a), singularnej ci¡gªej oraz dyskretnej, tzn.

µ = µcont + µsing + µpp,

gdzie µcont jest absolutnie ci¡gªa, µsing jest singularna ci¡gªa i µpp czysto punktowa (miara dys-
kretna, patrz Royden [175]). Miary te s¡ wyznaczone jednoznacznie.

Rozkªad miary n-spektralnej µf(n) w postaci sumy miary absolutnie ci¡gªej, singularnej ci¡gªej
oraz dyskretnej, implikuje analogiczne rozkªad n-wypukªej funkcji f .

Twierdzenie 20. ([R6], Th. 4.8) Ka»da n-wypukªa funkcja f z miar¡ n-spektraln¡ µf(n) mo»e

by¢ przedstawiona w postaci sumy

(58) f = fcont + fsing + fpp,

gdzie fcont, fsing and fpp odpowiadaj¡ absolutnie ci¡gªej, singularnej ci¡gªej oraz dyskretnej cz¦±ci

rozkªadu miary n-spectral measure µf(n), odpowiednio (µf(n) = µ(n)cont +µ(n)sing +µ(n)pp). Funkcje

fcont, fsing i fpp s¡ n-wypukªe. Poza tym, s¡ one jednoznacznie wyznaczone, z dokªadno±ci¡ do
wielomianów stopnia co najwy»ej n.

Nietrudno jest udowodni¢ nast¦puj¡cy lemat.

Lemat 21. Niech µ i ν b¦d¡ dwiema σ-sko«czonymi miarami o nast¦puj¡cych rozkªadach na cz¦±ci
absolutnie ci¡gªe, singularne ci¡gªe oraz dyskretne

µ = µcont + µsing + µpp i ν = νcont + νsing + νpp.

Wtedy µ > ν wtedy i tylko wtedy, gdy µcont > νcont, µsing > νsing i µpp > νpp.

Bior¡c pod uwag¦ rozkªad (58) funkcji n-wypukªej, z Lematu 21, otrzymujemy natychmiast
trzy twierdzenia u»yteczne przy badaniu wzgl¦dnej n-wypukªo±ci funkcji.

Twierdzenie 22. ([R6], Th. 4.10) Niech f i g : (a, b) → R b¦d¡ n-wypukªymi funkcjami,
maj¡cymi rozkªady f = fcont+fsing+fpp, g = gcont+gsing+gpp (patrz (58)), odpowiednio. Wtedy
f �n g wtedy i tylko wtedy, gdy fcont �n gcont, fsing �n gsing i fpp �n gpp.

Twierdzenie 23. ([R6], Th. 4.11)

fcont �n gcont wtedy i tylko wtedy, gdy f
(n+1)
cont (x) > g(n+1)

cont (x).

Twierdzenie 24. ([R6], Th. 4.12)

fpp �n gpp wtedy i tylko wtedy, gdy f (n+1)
pp > g(n+1)

pp ,

gdzie f
(n+1)
pp =

∑
k akδxk , g

(n+1)
pp =

∑
k bkδyk .

4. Silna n-wypukªo±¢.

Jednym z wa»niejszych uogólnie« wypukªo±ci jest poj¦cie silnej wypukªo±ci. Funkcja f : (a, b)→
R jest nazywana silnie wypukª¡ z moduªem c > 0, gdy

f(tx+ (1− t)y) 6 tf(x) + (1− t)f(y)− ct(1− t)(x− y)2,

dla wszystkich x, y ∈ (a, b) i t ∈ [0, 1]. Silnie wypukªe funkcje byªy wprowadzone przez Polyaka
w [164]. Pewne ich wªasno±ci mo»na znale¹¢, mi¦dzy innymi, w [172], [67], [163]. Przypomn¦
teraz kilka ich wªasno±ci, które b¦d¡ istotne w dalszych rozwa»aniach (patrz [172]). Pierwsza,
charakteryzuje siln¡ wypukªo±¢ w terminach wypukªo±ci, natomiast druga charakteryzuje funkcje
silnie wypukªe dwukrotnie ró»niczkowalne w terminach drugiej pochodnej f ′′(x).

Stwierdzenie 25. Funkcja f : (a, b)→ R jest silnie wypukªa z moduªem c > 0 wtedy i tylko wtedy,
gdy funkcja f(x)− cx2 jest wypukªa.

Stwierdzenie 26. Zaªó»my, »e f : (a, b) → R jest dwukrotnie ró»niczkowalna i »e c > 0. Wtedy
f jest silnie wypukªa z moduªem c wtedy i tylko wtedy, gdy f ′′(x) > 2c (x ∈ (a, b)).
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Jako uogólnienie silnej wypukªo±ci, de�niuj¦ siln¡ n-wypukªo±¢. Mówimy, »e funkcja f jest
silnie n-wypukªa zmoduªem c (n > 1, c > 0), gdy f jest n-wypukªa wzgl¦dem funkcji g(x) = cxn+1

(n+1)! .
Na podstawie Stwierdzenia 25, silna wypukªo±¢ z moduªem 2c (por. Roberts i Varberg [172])

pokrywa si¦ z nasz¡ siln¡ 1-wypukªo±ci¡ z moduªem c. Pisz¡c f(x) =
(
f(x)− cxn+1

(n+1)!

)
+ cxn+1

(n+1)! ,

otrzymujemy, »e gdy f jest silnie n-wypukªa z moduªem c > 0, to f jest n-wypukªa. Mo»na za-
uwa»y¢, »e funkcja g(x) = cxn+1

(n+1)! jest n-wypukªa z miar¡ n-wypukªo±ci µg(n)(dx) = dg(n)(x) = cdx

and g(n)(x) = cx. Pisz¡c g(x) w postaci (58), mamy g = gcont. Stosuj¡c Twierdzenia 22 � 24 o
wzgl¦dnej n-wypukªo±ci funkcji, otrzymujemy nast¦puj¡ce charakteryzacje silnie n-wypukªej funk-
cji f z moduªem c, bez »adnych dodatkowych zaªo»e« dotycz¡cych f . W szczególnym przypadku
n = 1, charakteryzacje te podaj¡ wªasno±ci funkcji silnie wypukªych i uogólniaj¡ wªasno±ci funkcji
silnie wypukªych zawarte w Stwierdzeniu 26.

Twierdzenie 27. ([R6], Th. 4.15) Niech f : (a, b)→ R b¦dzie funkcj¡ n-wypukª¡ i c > 0. Wtedy
f jest silnie n-wypukªa z moduªem c wtedy i tylko wtedy, gdy

f (n+1)(x) > c dla x ∈ (a, b) λ p.w.

Twierdzenie 28. ([R6], Cor. 4.16) Niech c > 0, n ∈ N i f : (a, b) → R b¦dzie funkcj¡. Wtedy
f jest silnie n-wypukªa z moduªem c wtedy i tylko wtedy, gdy f jest postaci

f(x) = fcont(x) +R(x) (x ∈ (a, b)),

gdzie fcont : (a, b)→ R jest (n+ 1)-krotnie ró»niczkowalna silnie n-wypukª¡ funkcj¡ z moduªem c,
i R : (a, b)→ R jest n-wypukª¡ funkcj¡ tak¡, »e R(n+1)(x) = 0 dla x ∈ (a, b) λ p.w.

Jako wniosek otrzymujemy charakteryzacj¦ funkcji f silnie n-wypukªych z moduªem c, które
s¡ (n+ 1)-krotnie ró»niczkowalne.

Wniosek 29. ([R6], Th. 4.17) Niech c > 0, n ∈ N i niech f : (a, b) → R b¦dzie (n + 1)-krotnie
ró»niczkowaln¡ funkcj¡. Wtedy f jest silnie n-wypukªa z moduªem c wtedy i tylko wtedy, gdy

f (n+1)(x) > c (x ∈ (a, b)).

Zauwa»my, »e silnie n-wypukªe funkcje zostaªy zde�niowane równie» niezale»nie przez R. Gera
i K. Nikodema w [52], w inny sposób, mianowicie w terminach ilorazów ró»nicowych, tak »e silna
n-wypukªo±¢ z moduªem c pokrywa si¦ z siln¡ n-wypukªo±ci¡ z moduªem c

(n+1)! wedªug mojej
de�nicji (z pracy[R6]). Powy»sza charakteryzacja silnej n-wypukªo±ci, dla funkcji (n+ 1)-krotnie
ró»niczkowalnych, podana we Wniosku 29, jest równie» otrzymana w [52]).

5. Interpolacja funkcji przez n-wypukªe funkcje

Wiadomo, »e ka»dej funkcji f : I → R odpowiada w ka»dym punkcie wewn¦trznym I podparcie
a�niczne (tzn. dla ka»dego x0 ∈ IntI istnieje funkcja a�niczna a : I → R, taka »e a(x0) = f(x0)
i a 6 f na I). Funkcje wypukªe wy»szych rz¦dów (dokªadniej nieparzystych) maj¡ podparcia
wielomianami stopnia nie wi¦kszego ni» rz¡d wypukªo±ci.

Nast¦puj¡ce wªasno±ci funkcji wypukªych s¡ dobrze znane (patrz Kuczma [96], Popoviciu
[165], Roberts and Varberg [172]): funkcja f : I → R jest n-wypukªa (I ⊂ R jest przedziaªem)
wtedy i tylko wtedy, gdy dla ka»dych x1, . . . , xn+1 ∈ I z x1 < . . . xn+1 wykres wielomianu in-
terpolacyjnego p := P (x1, . . . , xn+1; f) przechodz¡c przez punkty (xi, f(xi)), i = 1, . . . , n + 1,
zmienia kolejno strony wykresu funkcji f z jednej na drug¡ (zawsze p(x) 6 f(x) dla x ∈ I takich,
»e x > xn+1 o ile takie punkty istniej¡). Dokªadniej, (−1)n+1(f(x) − p(x) > 0) x < x1, x ∈ I,
(−1)n+1−i(f(x) − p(x)) > 0, xi < x < xi+1, i = 1, . . . , n, f(x) − p(x) > 0, x > xn+1, x ∈ I.
Nietrudno zauwa»y¢, »e n-wypukªo±¢ redukuje si¦ do zwykªej wypukªo±ci, gdy n = 1.

W pracy W¡sowicza [217], dla funkcji wypukªych wy»szych rz¦dów, jest rozwijana pewna
metoda dotycz¡ca podpar¢ wielomianami. W pracy tej autor udowodniª nast¦puj¡ce twierdzenie.

Stwierdzenie 30. ([217]) Niech n ∈ N i f : I → R b¦dzie n-wypukª¡ funkcj¡. Ustalmy k ∈ N,
k 6 n, i we¹my x1, . . . , xk ∈ I takie, »e x1 < . . . < xk. Ka»demu punktowi xj (j = 1, . . . , k)
przyporz¡dkowujemy wielokrotno±¢ lj ∈ N, tak »e l1 + . . . lj = n + 1. Dodatkowo zakªadamy, »e
x1 = inf I, gdy l1 = 1, oraz je»eli xk = sup I, to lk = 1. Oznaczmy I0 = (−∞, x1), Ij = (xj , xj+1),
j = 1, . . . , k − 1, and Ik = (xk,∞). Przy tych zaªo»eniach, istnieje wielomian p ∈ Πn, taki »e
p(xj) = f(xj), j = 1, . . . , k, oraz (−1)n+1(f(x)−p(x)) > 0 dla x ∈ I0∩I, (−1)n+1−(l1+...lj)(f(x)−
p(x)) > 0 dla x ∈ Ij, j = 1, . . . , k − 1, f(x)− p(x) > 0 dla x ∈ Ik ∩ I.
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Liczby l1, . . . , lk mog¡ by¢ interpretowane jako wielokrotno±ci punktów x1, . . . , xk, odpowied-
nio. Wielomian p(x) w powy»szym stwierdzeniu b¦dziemy nazywa¢ podparciem (l1, . . . , lk)-typu.

Wniosek 31. Powy»sza wªasno±¢ zostaªa pokazana przez W¡sowicza [218] równie» w ogólniejszej
wersji, mianowicie dla funkcji wypukªych wzgl¦dem ukªadu Czebyszewa (dla ukªadu Czebyszewa
(1, x, . . . , xn) taka wypukªo±¢ redukuje si¦ do n-wypukªo±ci).

Uwaga 32. Wielomian p(x) opisany w Stwierdzeniu 30 ma nast¦puj¡ce wªasno±ci:
(i) p(x) 6 f(x), x > xk, x ∈ I,
(ii) if lj (wielokrotno±¢ xj) jest parzysta, to p(x) przechodzi przez xj pozostaj¡c po tej samej

stronie wykresu funkcji f , natomiast zmienia stron¦, gdy lj jest nieparzysta.

W pracy [R6], stosuj¡c Stwierdzenie 30 i otrzymane wcze±niej wyniki dotycz¡ce wzgl¦dnej
n-wypukªo±ci, otrzymuj¦ ogólniejszy wynik, »e dla ka»dych dwóch n-wypukªych funkcji f i g,
takich, »e f jest n-wypukªa wzgl¦dem g, funkcja g jest podparciem (l1, . . . , lk)-typu dla funkcji f ,
z dokªadno±ci¡ do wielomianu nale»¡cego do Πn.

Twierdzenie 33. ([R6], Th. 5.4) Niech n ∈ N i niech f i g : I → R b¦d¡ dwiema n-wypukªymi
funkcjami, takimi »e f jest n-wypukªa wzgl¦dem g. Ustalmy k ∈ N, k 6 n, i niech x1, . . . , xk ∈ I
b¦d¡ takie »e x1 < . . . < xk. Zaªó»my, »e lj, Ij speªniaj¡ zaªo»enia Twierdzenia 30. Wtedy istnieje
wielomian p ∈ Πn, taki »e

(59) f(xj) = g(xj) + p(xj), j = 1, . . . , k,

i dodatkowo
(−1)n+1[f(x)− (g(x) + p(x))] > 0 dla x ∈ I0 ∩ I

(60) (−1)n+1−(l1+...+lj)[f(x)− (g(x) + p(x))] > 0 dla x ∈ Ij , j = 1, . . . , k − 1,

f(x)− (g(x) + p(x)) > 0 dla x ∈ Ik ∩ I.
Funkcj¦ g(x) + p(x) b¦dziemy nazywa¢ podparciem (l1, . . . , lk)-typu dla funkcji f .



ROZDZIAª 4

Randomizacja funkcji n-Wright-wypukªych

1. Klasy Wn(Θ, Q) � de�nicja

Niech Q ∈ {M0,M1,M2, . . . } i niech Θ b¦dzie zmienn¡ losow¡ skoncentrowan¡ na [0,∞)
(µΘ 6= δ0). Niech n > 1. Niech Θ1, . . . ,Θn b¦d¡ niezale»nymi kopiami zmiennej losowej Θ.
Niech f : R → R b¦dzie funkcj¡, tak¡ »e f ∈ Q. Mówimy, »e f jest n- krotnie Θ-Wright-wypukªa
wzgl¦dem Q [R4] gdy

E∇Θ1...Θpf(x) ∈ Q, p = 1, 2, . . . , n.

Niech Wn = Wn(Θ, Q) (n = 1, 2, . . .) b¦dzie zbiorem wszystkich funkcji f ∈ Q, takich »e f jest
n-krotnie Θ-Wright-wypukªa wzgl¦dem Q. De�niuj¦ W0(Θ, Q) = Q, W(Θ, Q) = W1(Θ, Q).
Najpierw rozpatruj¦ przypadek, gdy Q =M0. Wtedy

f ∈ Wn(Θ,M0)⇐⇒ E∇Θ1...Θkf(x) > 0, k = 1, 2, . . . , n.

Inaczej mówi¡c, f mo»e by¢ uwa»ana jako zrandomizowana wersja (n−1)-krotnie-Wright-wypukªej
funkcji.

2. Klasy Wn(Θ, Q)

Zrandomizowane operatory przesuni¦cia i ró»nicowy. Niech f : R → R b¦dzie funkcj¡.
Przypomnijmy de�nicje zrandomizowanych operatorów przesuni¦cia i ró»nicowego U , Un, Φ i Φn

(n ∈ N):
Uf(x) = UΘf(x) = EτΘf(x), x ∈ R,(61)

Φf(x) = ΦΘf(x) = E∇Θf(x), x ∈ R,(62)

Unf(x) = UnΘf(x) = UΘn...Θ1
f(x) = UΘn(UΘn−1...Θ1

f(x)), x ∈ R, n ∈ N,(63)

Φnf(x) = ΦnΘF (x) = ΦΘn...Θ1
f(x) = ΦΘn(ΦΘn−1...Θ1

f(x)), x ∈ R, n ∈ N,(64)

gdzie Θ1, . . . ,Θn (n ∈ N) s¡ niezale»nymi kopiami zmiennej losowej Θ. Dla n = 0 de�niujemy
U0f(x) = f(x) i Φ0f(x) ≡ 0.

KlasyWn(Θ, Q) � charakteryzacja. Przypomnijmy de�nicje operatorów J i Jn (n ∈ N). Niech
Θ1,Θ2, . . . b¦d¡ niezale»nymi kopiami zmiennej losowej Θ i niech G ∈ Q. De�niuj¦ operator J(G)
nast¦puj¡co

(65) J(G) = JΘ(G) =

∞∑
n=0

UΘn...Θ1
G =

∞∑
n=0

UnG.

Iteruj¡c (24), de�niuj¦ Jn

(66) Jn(G) = J(Jn−1(G)),

dla n = 1, 2, . . ., de�niuj¡c dodatkowo J0(G) = G.

Twierdzenie 34. ([R4], Th. 2.6) Niech f ∈ Q. Nast¦puj¡ce zdania s¡ równowa»ne:

(i) f ∈ W(Θ, Q),
(ii) Φf ∈ Q,
(iii) (I − U)f ∈ Q,
(iv) f = Uf +G, gdzie G ∈ Q,
(v)

(67) f = J(G),

gdzie G ∈ Q. Ponadto, funkcja G jest jedyna

(68) G = Φf = (I − U)f.

31
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Inaczej mówi¡c, przy pomocy operatora J , ze wzoru (67), mo»na otrzymywa¢ funkcje z klasy
W(Θ, Q). Ponadto, dla danej funkcji f ∈ W(Θ, Q), ze wzoru (68), otrzymuj¦ funkcj¦ G, która
jest funkcj¡ generuj¡c¡. St¡d, mo»emy powiedzie¢, »e f jest generowana przez funkcj¦ G i funkcj¦
G b¦dziemy nazywa¢ generatorem funkcji f . Operatory J i Φ = I − U s¡ operatorami wzajem-
nie odwrotnymi jeden do drugiego. Wzory (67) i (68) s¡ bardzo u»yteczne przy otrzymywaniu
reprezentacji caªkowej funkcji f ∈ W(Θ, Q). Warunek (iv) charakteryzuje funkcj¦ f ∈ W(Θ, Q)
w terminach tzw. rozkªadalno±ci funkcji f w zbiorze Q, tzn. mówimy, »e f jest U -rozkªadalna
w zbiorze Q wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje G ∈ Q taka, »e f = Uf +G.

Twierdzenie 35. ([R4], Lem. 2.7, Th. 2.8) Niech n = 1, 2, . . .. Wtedy f ∈ Wn(Θ, Q) wtedy
i tylko wtedy, gdy

(69) f = Jn(Gn),

gdzie Gn ∈ Q. Funkcja Gn jest jedyna

(70) Gn = Φnf = (I − U)nf.

Inaczej mówi¡c, przy pomocy operatora Jn, ze wzoru (69), mo»na otrzymywa¢ funkcje z klasy
Wn(Θ, Q). Ponadto, dla danej funkcji f ∈ Wn(Θ, Q), ze wzoru (70), otrzymujemy funkcj¦ Gn
która jest funkcj¡ generuj¡c¡. St¡d, mo»na powiedzie¢, »e f jest generowana przez funkcj¦ Gn
i funkcj¦ Gn b¦dziemy nazywa¢ generatorem funkcji f . Operatory Jn and Φn s¡ operatorami
wzajemnie odwrotnymi jeden do drugiego. Wzory (69) i (70) s¡ bardzo u»yteczne przy otrzy-
mywaniu reprezentacji caªkowej funkcji f ∈ Wn(Θ, Q). Z Twierdzenia 35 otrzymuj¦ nast¦puj¡ce
cztery wnioski.

Wniosek 36. ([R4], Cor. 2.9) Niech n = 1, 2, . . .. Wtedy f ∈ Wn(Θ, Q) wtedy i tylko wtedy, gdy
istniej¡ G1, G2, . . . , Gn ∈ Q takie, »e Gj = UGj + Gj+1, j = 0, 1, . . . , n − 1, G0 = F . Ponadto,
dla ka»dego j = 0, 1, . . . , n mamy

a) f = JjGj,
b) Gj = (I − U)jf ,
c) Gj = Φjf .
d) Gn−j = JjGn.

Wniosek 37. ([R4], Cor. 2.10) Niech n = 1, 2, . . . and j = 1, 2, . . . , n−1. Wtedy f ∈ Wn(Θ, Q)
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje Gj ∈ Wn−j(Θ, Q) taka, »e

f = Jj(Gj).

Inaczej mówi¡c, ka»da n-krotnie Θ-Wright wypukªa funkcja f jest j-krotnie Θ-Wright wypukªa
(j = 1, 2, . . . , n− 1) z (n− j)-krotnie Θ-Wright wypukª¡ funkcj¡ generuj¡c¡ Gj .

Wniosek 38. ([R4], Cor. 2.11) Niech j, k = 0, 1, 2, . . .. Je»eli F ∈ Wj(Θ, Q) ma funkcj¦
generuj¡c¡ Gj, tak¡ »e Gj ∈ Wk(Θ, Q), to F ∈ Wj+k(Θ, Q).

Wniosek 39. ([R4], Lem. 2.12) Niech n = 1, 2, . . ., d = 0, 1, . . .. Wtedy f ∈ Wn(Θ,Md+1)
wtedy i tylko wtedy, gdy

f(x) =

∫ ∞
−∞

Jn
(

[(x− u)+]d

d!

)
dG(u),

gdzie G ∈M1.

3. Klasa Wn(Θ,M1). Przypadek wykªadniczy, Θ ∼ Exp(1)

Zakªadam, »e Θ ma rozkªad wykªadniczy, Θ ∼ Exp(1),

µΘ(dh) = e−hχ(0,∞)(h)dh.

Z de�nicji operatora J , po pewnych obliczeniach, otrzymuj¦ nast¦puj¡cy lemat.

Lemat 40.

E1. JExp(1)(χ(0,∞)(x)) = χ(0,∞)(x) + x+,

E2. JExp(1)

(
xn+
n!

)
=
xn+
n!

+
xn+1

+

(n+ 1)!
, n = 0, 1, 2, . . .,

E3. UExp(1)(x+ + χ(0,∞)(x)) = x+,
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E4. UExp(1)

(
xn+1

+

(n+ 1)!

)
=

xn+1
+

(n+ 1)!
− UExp(1)

(
xn+
n!

)
, n = 0, 1, 2, . . ..

W dalszym ci¡gu b¦d¦ cz¦sto u»ywa¢ nast¦puj¡cego technicznego lematu dotycz¡cego ci¡gów
rzeczywistych. Niech {yj}∞j=0 b¦dzie ci¡giem liczb rzeczywistych. De�niuj¦ ci¡g {Ryj}∞j=0

R(yj) = yj + yj+1 (j = 0, 1, 2, . . .).

Ponadto, indukcyjnie, de�niuj¦ ci¡gi {Rn(yj)}∞j=0, n = 1, 2, . . ., wzorem Rn(yj) = R(Rn−1(yj))

(j = 0, 1, 2, . . .), z konwencj¡, »e R0(yj) = yj (j = 0, 1, 2, . . .).

Lemat 41. ([R4], Lem. 3.1)

Rn(yj) =

n∑
k=0

(
n

k

)
yj+k (n = 1, 2, . . . , j = 0, 1, 2, . . .)

Z Lematu 41 z Rn = Jn
Exp(1) i bior¡c pod uwag¦ przykªad E2, otrzymuj¦ nast¦puj¡ce twier-

dzenie.

Twierdzenie 42. ([R4], Th. 3.2)

(71) JnExp(1)(χ(0,∞)(x)) =

n∑
k=0

(
n

k

)
xk+
k!

(n = 1, 2, . . .).

Oznaczam

(72) Kn(x) =

n∑
k=0

(
n

k

)
xk+
k!

(n = 1, 2, . . .).

Zgodnie z Twierdzeniem 35, f ∈ Wn(Exp(1),M1) wtedy i tylko wtedy, gdy f = Jn
Exp(1)(Gn),

gdzie Gn = (I − UExp(1))
nf = Φn

Exp(1)f ∈ M1. Dalej, pisz¡c funkcj¦ Gn w postaci Gn(x) =∫∞
−∞ χ(0,∞)(x−u)dGn(u) (x ∈ R), z Twierdzenia 42, otrzymuj¦ twierdzenie o reprezentacji funkcji
z klasy Wn(Exp(1),M1).

Twierdzenie 43. ([R4], Th. 3.3) Niech n = 1, 2, . . .. Wtedy f ∈ Wn(Exp(1),M1) wtedy i tylko
wtedy, gdy

(73) f(x) =

∫ ∞
−∞

Kn(x− u)dGn(u) (x ∈ R),

gdzie Gn ∈M1. Ponadto, powy»sza funkcja Gn jest jedyna

(74) Gn = (I − UExp(1))
nf = ΦnExp(1)f.

Nast¦pnym etapem mojej analizy jest zbadanie wªasno±ci operatora Un
Exp(1). Stosuj¡c Le-

mat 41 z U−1
Exp(1) zamiast R, bior¡c pod uwage przykªad E2 i na podstawie Twierdzenia 34 otrzy-

muj¦ nast¦puj¡cy lemat.

Lemat 44. ([R4], Lem. 3.5)

UnExp(1)(Kn(x)) =
xn+
n!

(n = 1, 2, . . .).

Z Twierdze« 35, 43, Lematu 44 i bior¡c pod uwag¦ wzór (16) o reprezentacji (n + 1)-krotnie
monotonicznej funkcji, otrzymuj¦ nast¦puj¡ce twierdzenie.

Twierdzenie 45. ([R4], Th. 3.6) Niech n = 1, 2, . . .. Je»eli f ∈ Wn(Exp(1),M1), to Un
Exp(1)f ∈

Mn+1. Ponadto, je»eli f = Jn
Exp(1)(G), gdzie G ∈M1, wtedy U

n
Exp(1)f = In(G), gdzie

In(G)(x) =

∫ ∞
−∞

(x− u)n+
n!

dG(u).

Innymi sªowami, je»eli funkcja f jest n-krotnie wykªadniczo Exp(1)-Wright-wypukªa wzgl¦dem
M1, wtedy funkcja Un

Exp(1)f ∈ Mn+1 (tzn. jest ona (n + 1)-krotnie monotoniczna). Ponadto
f = Jn

Exp(1)(G) i Un
Exp(1)f = In(G) z ta sam¡ funkcj¡ generuj¡c¡ G.

W nast¦pnym twierdzeniu pokazuj¦, »e funkcja f ∈ Wn(Exp(1),M1) mo»e by¢ reprezento-
wana jako suma pewnych funkcji generowanych przez funkcj¦ z klasyMn+1.
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Twierdzenie 46. ([R4], Th. 3.9) Niech f ∈M1 i niech n = 1, 2, . . .. Wtedy f ∈ Wn(Exp(1),M1)
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje funkcja H ∈Mn+1 taka, »e

(75) f(x) =

n∑
k=0

(
n

k

)
H(k)(x).

Inaczej mówi¡c, funkcja f ∈ Wn(Exp(1),M1) mo»e by¢ otrzymana przy pomocy dwóch wzo-
rów, ze wzoru (73) z funkcj¡ generuj¡c¡ Gn ∈M1 jak równie» ze wzoru (75) z funkcj¡ generuj¡c¡
H ∈Mn+1.

4. Klasa W∞(Θ,M1). Przypadek wykªadniczy Θ ∼ Exp(1)

Przechodz¦ teraz do opisania klasy W∞(Θ, Q) funkcji caªkowicie Θ-Wright-wypukªych zde�-
niowanej jako

W∞(Θ, Q) =

∞⋂
n=1

Wn(Θ, Q).

Dowodz¦, »e w przypadku Θ ∼ Exp(1) klasa ta pokrywa si¦ z klas¡ funkcji caªkowicie monoto-
nicznych.

Twierdzenie 47. ([R4], Th. 4.1)

W∞(Exp(1),M1) =M∞.

5. Klasa Wn(Θ,Mj). Przypadek wykªadniczy, Θ ∼ Exp(1)

Zwyczajowo, b¦d¦ oznacza¢ pochodn¡ dystrybucyjn¡ przez by f ′ i punktow¡ pochodn¡ jako
f ′(x) (patrz [189], [195]). Niech M0 = {f ′ : f ∈ M1}. Poniewa» M1 skªada si¦ z funkcji
niemalej¡cych, M0 skªada si¦ z nieujemnych dystrybucji pierwszego rz¦du. B¦d¦ teraz bada¢
wªasno±ci klasy Wn(Θ,M1) (n = 1, 2, . . .). Z Wniosku 36, funkcja f ∈ Wn(Θ,M1) wtedy i tylko
wtedy, gdy istniej¡ funkcje G1, G2, . . . , Gn ∈ M1 takie, »e Gj = UGj + Gj+1, j = 0, 1, . . . , n − 1
(G0 = f). Równowa»nie, f ∈ Wn(Θ,M1) wtedy i tylko wtedy, gdy

(76) Gk = Φkf = E∇Θ1,...,Θkf ∈M1 (k = 1, 2, . . . , n).

Zapisuj¡c to w terminach operatorów ró»nicowych otrzymuj¦, »e f ∈ Wn(Θ,M1) wtedy i tylko
wtedy, gdy

(77) ∇hE∇Θ1...Θkf > 0, h > 0, k = 1, 2, . . . , n.

Oczywi±cie (77) jest równowa»ne E∇Θ1,...,Θk∇hf > 0, co jest z kolei równowa»ne

(78) E∇Θ1...Θkf
′ > 0, k = 1, 2, . . . , n.

Dalej, poniewa» (76) jest równowa»ne (78), otrzymuj¦ nast¦puj¡ce twierdzenie.

Twierdzenie 48. ([R4], Th. 5.1)

f ∈ Wn(Θ,M1) wtedy i tylko wtedy, gdy f ′ ∈ Wn(Θ,M0).

Niech

Kn,j(x) =

n∑
k=0

(
n

k

)
xk+j

+

(k + j)!
,

n = 1, 2, . . ., j = −1, 0, 1, 2, . . ., z konwencj¡, »e x−1
+ /(−1)! = δ0(x). Oczywi±cie Kn,0(x) = Kn(x).

W nast¦pnym twierdzeniu podaj¦ reprezentacj¦ caªkow¡ funkcji z klasy Wn(Exp(1),Mj) dla
dowolnego j = 0, 1, 2, . . ..

Twierdzenie 49. ([R4], Th. 5.2) Niech n = 1, 2, . . ., j = 0, 1, 2, . . .. Wtedy f ∈ Wn(Exp(1),Mj)
wtedy i tylko wtedy, gdy

(79) f(x) =

∫ ∞
−∞

Kn,j−1(x− u)dG(u),

gdzie G ∈M1. Ponadto, G(x) = [(I − UExp(1))
nf(x)](j−1) dla j = 1, 2, . . ., oraz

G(x) = (I − UExp(1))
nf(x) dla j = 0.

Wniosek 50. ([R4], Cor. 5.3) Niech n = 1, 2, . . ., j = 0, 1, 2, . . .. Wtedy

(i) f ∈ Wn(Exp(1),Mj+1) wtedy i tylko wtedy, gdy f ′ ∈ Wn(Exp(1),Mj),

(ii) f ∈ Wn(Exp(1),Mj+1) wtedy i tylko wtedy, gdy f (j) ∈ Wn(Exp(1),M1),
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(iii) W∞(Exp(1),Mj) =M∞.

Uwaga 51. ([R4], Rem. 5.4) Z Twierdzenia 49 wynika, »e funkcja f ∈ Wn(Exp(1),M0) wtedy
i tylko wtedy, gdy f jest postaci

f(x) =

∫ ∞
−∞

(
δ0(x− u) +

n∑
k=1

(
n

k

)
(x− u)k+/k!

)
dG(u),

gdzie G ∈ M1. Ponadto G = (I − UExp(1))
n. Z de�nicji, f ∈ Wn(Θ,M0) wtedy i tylko wtedy,

gdy

(80) ΦkΘf(x) = E∇Θ1Θ2...Θkf(x) > 0, k = 1, 2, . . . , n,

gdzie Θ1,Θ2, . . . ,Θn s¡ niezale»nymi kopiami Θ. Z kolei, funkcja f jest (k − 1)-krotnie Wright-
wypukªa (k = 2, . . . , n), gdy

(81) ∇h1...hkf(x) > 0, h1, . . . , hk > 0.

Nierówno±ci (80) i (81) sugeruj¡, »e mo»na nazwa¢ funkcj¦ f speªniaj¡c¡ (80) funkcj¡ (n − 1)-
krotnie Wright-wypukª¡ losowo wzgl¦dem zmiennej losowej Θ.

Ustalmy u ∈ R. Mo»na pokaza¢, »e nie istniej¡ h1, h2, . . . , hn > 0 dla których

∇h1...hk

(
δ0(x− u) +

n∑
k=1

(
n

k

)
(x− u)k/k!

)
> 0 (x ∈ R, k = 1, 2, . . . , n).

Ale zachodz¡ nierówno±ci

E∇Θ1Θ2...Θk

(
δ0(x− u) +

n∑
k=1

(
n

k

)
(x− u)k/k!

)
> 0 (k = 1, 2, . . . , n),

gdzie Θ1,Θ2, . . . ,Θn s¡ niezale»nymi kopiami Θ ∼ Exp(1). Inaczej mówi¡c, dystrybucja (funkcja
uogólniona) δ0(x−u)+

∑n
k=1

(
n
k

)
(x−u)k+/k jest (n−1)-krotnie Wright-wypukªa losowo wzgl¦dem

zmiennej losowej Θ ∼ Exp(1), ale nie jest (n− 1)-krotnie Wright wypukªa.

6. Klasa W̃n(Θ̃,M1((−∞, 0)). Przypadek multiplikatywny

Mo»na zauwa»y¢, »e wyniki otrzymane w poprzedniej cz¦±ci, dotycz¡ce Θ-Wright wypukªo-
±ci mo»na zastosowa¢, z niewielk¡ mody�kacj¡, do przypadku multiplikatywnego. W tej cz¦±ci
b¦dziemy zajmowa¢ si¦ reprezentacj¡ caªkow¡ mulltiplikatywnie wypukªych funkcji.

Niech Θ̃ b¦dzie zmienn¡ losow¡ skoncentrowan¡ na (0, 1]. Mówimy, »e funkcja H ∈ M1((-
∞, 0)) jest multiplikatywnie Θ̃-Wright-wypukªa wzgl¦dem klasy M1((−∞, 0)), gdy

H(u) = ŨH(u) + G̃(u),

ŨH(u) = ŨΘ̃H(u) =

∫ 1

0

H
(u
c

)
µΘ̃(dc),

gdzie G̃ ∈ M1((−∞, 0)). Multiplikatywna n-krotna Θ̃-Wright wypukªo±¢ mo»e by¢ zde�nio-
wana analogicznie. Niech W̃n(Θ̃,M1(−∞, 0)) (n = 1, 2, . . . ,∞) b¦dzie klas¡ n-krotnie Θ̃-Wright-
wypukªych funkcji. De�niujemy W̃(Θ̃,M1(−∞, 0)) = W̃1(Θ̃,M1(−∞, )).

Uwaga 52. ([R4], Rem. 6.1) Niech Θ b¦dzie rzeczywist¡ zmienn¡ losow¡ z rozkªadem µΘ

skoncentrowanym na (0,∞) i niech F ∈ W(Θ,M1). Wtedy F (x) jest postaci

(82) F (x) =

∫ ∞
0

F (x− h)µΘ(dh) +G(x),

gdzie G(x) ∈ M1. Niech x = − lnu (u < 0), h = − ln c (0 < c 6 1), F̃ (u) = F (− ln(−u)),
G̃(u) = G(− ln(−u)) i Θ̃ = e−Θ. Wtedy, F̃ ∈ W̃(Θ̃,M1((−∞, 0))) i zachodzi wzór

(83) F̃ (u) =

∫ 1

0

F̃
(u
c

)
µΘ̃(dc) + G̃(u) (u < 0).

Ponadto, je»eli F ∈ Wn(Θ,M1) (n = 1, 2, . . .), to F̃ ∈ W̃(Θ̃,M1((−∞, 0))).
Odwrotnie, je»eli F̃ ∈ W̃(Θ̃,M1((−∞, 0))) speªnia (83), to dla F (x) = F̃ (−e−x) ∈ W(Θ,M1),

G(x) = G̃(−e−x), Θ = − ln Θ̃, jest speªniona równo±¢: (82).
Ponadto, je»eli Θ ∼ Exp(1), to Θ̃ = e−Θ ma rozkªad jednostajny na (0, 1), Θ̃ ∼ U(0, 1).

Odwrotnie, je»eli Θ̃ ∼ U(0, 1), to Θ = − ln Θ̃ ∼ Exp(1).
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Z Twierdze« 43 i 47 otrzymuj¦ nast¦puj¡ce dwa twierdzenia o reprezentacji funkcji z klas W̃n

i W̃∞, odpowiednio.

Twierdzenie 53. ([R4], Th. 6.2) Niech n = 1, 2, . . .. Funkcja F̃ ∈ W̃(U(0, 1),M1((−∞, 0)))

wtedy i tylko wtedy, gdy F̃ ma reprezentacj¦

F̃ (u) =

∫ 0

−∞
K̃n

(u
s

)
dG̃(s),

gdzie

K̃n

(u
s

)
=

n∑
k=0

(
n

k

)[(− ln u
s

)
+

]k
k!

,

G̃(s) ∈M1((−∞, 0)).

Ponadto, mamy równo±¢ G̃ = (I − Ũ)nF̃ .

Twierdzenie 54. ([R4], Th. 6.3) F̃ (u) ∈ W̃∞(U(0, 1),M((−∞, 0))) wtedy i tylko wtedy, gdy

F̃ mo»e by¢ zapisana w postaci

F̃ (u) =

∫ ∞
0

(−u)−tγ(dt), u < 0,

gdzie γ jest miar¡ na (0,∞).

7. Klasa Wn(Θ,M1). Przypadek dyskretny

Zakªadam teraz, »e zmienna losowa Θ = Xp ma rozkªad arytmetyczny

µXp = qδ0 + pδ1 (0 < p < 1, q = 1− p).
W [R4] otrzymuj¦ nast¦puj¡ce dwa twierdzenia o reprezentacji funkcji z klas Wn i W∞.

Twierdzenie 55. ([R4], Th. 7.1) Niech n = 1, 2, . . . i µXp = qδ0 + pδ1 (0 < p < 1, q = 1− p).
Wtedy

(i) f ∈ Wn(Xp,M0) wtedy i tylko wtedy, gdy

(84) f(x) =

∫ ∞
−∞

∞∑
j=0

1

pn
Cj,nδj(x− u)dG(u),

gdzie G ∈M1 i Cj,n, j = 0, 1, 2, . . . s¡ dane jako

Cj,1 = 1, j = 0, 1, 2, . . . ,

Cj,n =
(j + 1)(j + 2) . . . (j + n− 1)

(n− 1)!
, n = 2, 3, . . . , j = 0, 1, 2, . . .(85)

(ii) f ∈ W∞(Xp,M0) wtedy i tylko wtedy, gdy

f(x) =

∫ 0

−1

∫ ∞
0

∞∑
j=−∞

et(j+u)δj+u(x)νu(dt)λ(du),

gdzie νu(dt)λ(du) (−1 < u 6 0, t > 0) jest miar¡ borelowsk¡ na (−1, 0]× (0,∞).

Twierdzenie 56. ([R4], Th. 7.4) Niech n = 1, 2, . . . i µXp = qδ0 + pδ1 (0 < p < 1, q = 1− p).
Wtedy

(i) F ∈ Wn(Xp,M1) wtedy i tylko wtedy, gdy

F (x) =

∫ ∞
−∞

∞∑
j=0

1

pn
Cj,n(x− j − u)+dG(u),

gdzie G(u) ∈M1 i Cj,n s¡ dane wzorem (85).
(ii) F ∈ W∞(Xp,M1) wtedy i tylko wtedy, gdy

F (x) =

∫ 0

−1

∫ ∞
0

∞∑
j=−∞

et(j+u)(x− j − u)+νu(dt)λ(du),

gdzie νu(dt)λ(du) jest miar¡ borelowsk¡ na (−1, 0]× (0,∞).

Z Twierdze« 55 i 56 otrzymuj¦ nast¦puj¡cy wniosek.
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Wniosek 57.
W∞(Xp,M0) )M∞
W∞(Xp,M1) )M∞

Uwaga 58. ([R4], Rem. 8.7) Mogªoby by¢ interesuj¡ce wiedzie¢, czy równo±¢ W∞(X,Mj) =
M∞ pozostaje prawdziwa, gdy X ma rozkªad dyskretny, ale niearytmetyczny, na przykªad, gdy
P (X = 1) = p i P (X =

√
2) = 1− p (0 < p < 1).





ROZDZIAª 5

Nierówno±ci typu Hermita-Hadamarda dla funkcji

wypukªych

W pracy [R2] oferujemy pewne u»ytecze narz¦dzia do otrzymywania i dowodu wielu postaci
nierówno±ci typu Hermita-Hadamarda równie» dla funkcji wypukªych wy»szych rz¦dów.

1. Pewne uogólnienia nierówno±ci typu Fejèra.

W dalszym ci¡gu b¦dziemy wykorzystywa¢ elementy teorii stochastycznych porz¡dków. In the
sequel we will to make use of the theory of stochastic order relations. Omówmy kilka oznacze«.

Jak zwykle, FX oznacza dystrybuant¦ zmiennej losowej X i µX jest rozkªadem odpowiadaj¡-
cym X.

Dla rzeczywistych zmiennych losowych X,Y ze sko«czon¡ warto±ci¡ oczekiwan¡, mówimy »e
X jest zdominowana przez Y w sensie wypukªego porz¡dku gdy Ef(X) 6 Ef(Y ) dla wszystkich
funkcji wypukªych f : R→ R, dla których istniej¡ warto±ci oczekiwane. W tym przypadku piszemy
X 6cx Y , lub µX 6cx µY . Warunek wystarczaj¡cy dla wypukªego stochastycznego porz¡dku jest
podany w nastepuj¡cym lemacie Ohlina [150].

Lemat 59. [Ohlin, 1969] Niech X,Y b¦d¡ zmiennymi losowymi, takimi »e EX = EY . Je»eli
dystrybuanty FX , FY przecinaja si¦ dokªadnie jeden raz, tzn. dla pewnego x0 zachodzi

FX(x) 6 FY (x) gdy x < x0 i FX(x) > FY (x) gdy x > x0,

wtedy X 6cx Y .

Przypomnijmy uogólnienie nierówno±ci Hermita-Hadamarda (4), podane przez Fejéra [46].

Stwierdzenie 60. Niech f : I → R b¦dzie funkcj¡ wypukª¡ zde�niowana na rzeczywistym prze-
dziale I, a, b ∈ I z a < b i niech g : [a, b] → R b¦dzie funkcj¡ nieujemn¡ symetryczn¡ wzgl¦dem
(a+ b)/2 (zakªadamy istnienie caªek we wszystkich wzorach). Wtedy

(86) f

(
a+ b

2

)
·
∫ b

a

g(x) dx ≤
∫ b

a

f(x)g(x) dx ≤ f(a) + f(b)

2
·
∫ b

a

g(x) dx.

Podwójna nierówno±¢ (86) jest znana w literaturze jako nierówno±¢ Hermita-Hadamarda-
Fejéra (patrz [137], [42] i [158] dla rysu historycznego).

Uwaga 61.

(i) Zauwa»my, »e dla g(x) = w(x) takiej, »e
∫ b
a
w(x)dx = 1, nierówno±c (86) mo»e by¢ przepisana

w postaci

(87) f

(
a+ b

2

)
6
∫ b

a

f(x)w(x)dx 6
f(a) + f(b)

2
.

(ii) Odwrotnie, z nierówno±ci (87) wynika (86). Faktycznie, je»eli
∫ b
a
g(x)dx > 0, wystarczy

wzi¡¢ w(x) =
(∫ b

a
g(x)dx

)−1

g(x). Gdy
∫ b
a
g(x)dx = 0, to (86) jest oczywista.

Uwaga 62. ([R2], p. 3) Z Lematu 59, wynika prosty dowód (86).
Niech f i g speªniaj¡ zaªo»enia Stwierdzenia 60. Niech X, Y , Z b¦d¡ trzema zmiennymi

losowymi takimi, »e µX = δ(a+b)/2, µY (dx) = (
∫ b
a
g(x)dx)−1g(x)dx, µZ = 1

2 (δa + δb). Wtedy, z
Lematu 59, otrzymujemy »e X 6cx Y and Y 6cx Z, co implikuje (86).

Jak zauwa»yª Fink w [49], mo»na si¦ zastanawia¢, jak symetrii wpªywa na nierówno±¢ (86)
i czy nierówno±c ta zachodzi dla innych funkcji (cf. [42, p. 53]). W pracy [R2] dajemy pewne
funkcje dla których ta nierówno±¢ zachodzi.

39
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Twierdzenie 63. ([R2], Th. 2.1) Niech 0 < p < 1. Niech f : I → R b¦dzie funkcj¡ wypukª¡,

a, b ∈ I with a < b. Je»eli we¹miemy funkcj¦ w : [a, b]→ R, tak¡ »e w jest nieujemna,
∫ b
a
w(x)dx =

1 i

(88) w(pa+ (1− p)b+ z) =
(1− p)2

p2
w(pa+ (1− p)b− 1− p

p
z)

dla wszystkich 0 6 z 6 p(b− a), to

(89) f(pa+ (1− p)b) 6
∫ b

a

f(x)w(x)dx 6 pf(a) + (1− p)f(b).

Uwaga 64. Je»eli wybierzemy p = 1
2 w Twierdzeniu 63, to równo±¢ (88) oznacza, »e w jest

symetryczna wzgl¦dem a+b
2 , i nierówno±ci (89) redukuj¡ si¦ do nierówno±ci Fèjera (87).

Poniewa» zbiór miar probabilistycznych µ speªniej¡cych nierówno±ci

(90) f(pa+ qb)P0 6
∫

[a,b]

f(x)µ(dx) 6 [pf(a) + qf(b)]P0.

(z P0 = 1) jest zamkni¦ty wzgl¦dem sªabej zbie»no±ci miar, z Twierdzenia 63, otrzymujemy na-
tychmiast nast¦puj¡cy wynik.

Twierdzenie 65. ([R2], Th. 2.2) Niech 0 < p < 1. Niech f : I → R b¦dzie funkcj¡ wypukª¡,
a, b ∈ I, z a < b. Niech µ b¦dzie miar¡ probabilistyczn¡ na B([a, b]) tak¡, »e

(91) µ(pa+ (1− p)b+B) =
1− p
p

µ(pa+ (1− p)b− 1− p
p

B),

dla wszystkich B ∈ B([0, p(b− a)]). Wtedy

(92) f(pa+ (1− p)b) 6
∫

[a,b]

f(x)µ(dx) 6 pf(a) + (1− p)f(b).

2. Pewne wyniki zwi¡zane z nierówno±ci¡ Brennera-Alzera.

W 1991, Brenner i Alzer [28] otrzymali nast¦puj¡cy wynik uogólniaj¡cy wynik Fejéra jak
równie» wyniki Vasi¢a i Lackovi¢a (1976) [213] i Lupasa (1976) [112] (patrz równie» [158]).

Stwierdzenie 66. Niech p, q b¦d¡ liczbami dodatnimi i a1 6 a < b 6 b1. Wtedy nierówno±ci

(93) f

(
pa+ qb

p+ q

)
6

1

2y

∫ A+y

A−y
f(t)dt 6

pf(a) + qf(b)

p+ q

zachodz¡ dla A = pa+qb
p+q , y > 0, i dla wszystkich ci¡gªch funkcji wypukªych f : [a1, b1]→ R wtedy i

tylko wtedy gdy

y 6
b− a
p+ q

min{p, q}.

Uwaga 67. W pracy [158, p. 144] mo»na znale¹¢ nast¦puj¡ce przeformuªowanie nierówno±ci (93):

(94) f

(
pa+ qb

p+ q

)
6

1

2y

∫ A+y

A−y
f(t)dt 6

1

2
{f(A− y) + f(A+ y)} 6 pf(a) + qf(b)

p+ q
.

W nast¦puj¡cych dwóch twierdzeniach podajemy pewne uogólnienia nierówno±ci Brennera i
Alzera (94), które dowodzimy u»ywaj¡c lematu Ohlina.

Twierdzenie 68. ([R2], Th. 3.1) Niech p, q b¦d¡ danymi dodatnimi liczbami, a1 6 a < b 6 b1,
0 < y 6 b−a

p+q min{p, q} i niech f : [a1, b1]→ R b¦dzie funkcj¡ wypukª¡. Wtedy

f

(
pa+ qb

p+ q

)
6

α

2
{f(A− (1− α)y) + f(A+ (1− α)y)}+

1

2y

∫ A+(1−α)y

A−(1−α)y

f(t)dt

6
α

2n

n∑
k=1

{
f
(
A− y + k

αy

n

)
+ f

(
A+ y − kαy

n

)}
+

1

2y

∫ A+(1−α)y

A−(1−α)y

f(t)dt

6
1

2y

∫ A+y

A−y
f(t)dt,(95)
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gdzie 0 6 α 6 1, n = 1, 2, . . .,

1

2y

∫ A+y

A−y
f(t)dt 6

β

2
{f(A− y) + f(A+ y)}+ (1− β)

1

2y

∫ A+y

A−y
f(t)dt

6
1

2
{f(A− y) + f(A+ y)},(96)

gdzie 0 6 β 6 1,

1

2
{f(A− y) + f(A+ y)} 6 (

1

2
− γ){f(A− y − c) + f(A+ y + c)}+ γ{f(A− y) + f(A+ y)}

6
pf(a) + qf(b)

p+ q
,(97)

gdzie c = min{b− (A+ y), (A− y)− a}, γ =
∣∣ 1

2 − p
∣∣.

Twierdzenie 69. ([R2], Th. 3.2) Niech p, q b¦d¡ danymi dodatnimi liczbami, 0 < α < 1,
a1 6 a < b 6 b1, 0 < y 6 b−a

p+q min{p, q} and 0 6 α
1−αy 6

b−a
p+q min{p, q}. Let f : [a1, b1]→ R b¦dzie

funkcj¡ wypukª¡. Wtedy

f(A) 6
α

y

∫ A

A−y
f(t)dt+

(1− α)2

αy

∫ A+ α
1−αy

A

f(t)dt 6 αf(A− y) + (1− α)f(A+
α

1− α
y)

6
p

p+ q
f(a) +

q

p+ q
f(b),(98)

gdzie A = pa+qb
p+q .

3. Przypadek n-tego rz¦du

Funkcje wypukªe s¡ dobrze znane i badane (patrz np. [96], [172], [30], [160], [53], [R6]). W
dalszym ci¡gu b¦dziemy korzysta¢ z teorii s-wypukªych porz¡dków stochastycznych (patrz Denuit
i inn. (1998) [39]). Wprowadzimy pewne oznaczenia

Dla zmiennych losowych X,Y i dowolnej liczby caªkowitej s > 2 mówimy, »e X jest zdo-
minowana przez Y w sensie s-wypukªego porz¡dku gdy Ef(X) 6 Ef(Y ) dla wszystkich (s − 1)-
wypukªych funkcjis f : R → R, dla których warto±ci oczekiwane istniej¡. Piszemy w tym przy-
padku X 6s−cx Y , lub µX 6s−cx µY . Wtedy porz¡dek 62−cx jest zwykªym porz¡dkiem 6cx.

U»ytecznym kryterium do sprawdzania s-wypukªego porzadku jest kryterium podane przez
Denuita, Lefèvra and Shakeda w 1998 r. [39]. Przed podaniem tego kryterium potrzebujemy
najpierw wprowadzi¢ nast¦puj¡ce oznaczenia. Zde�niujemy liczb¦ zmian znaku funkcji ϕ : R→ R
jako

S−(ϕ) = sup{S−[ϕ(x1), ϕ(x2), . . . , ϕ(xn)] : x1 < x2 < . . . xn ∈ R, n ∈ N},
gdzie S−[y1, y2, . . . , yn] oznacza liczb¦ zmian znaku ci¡gu y1, y2, . . . , yn (zerowe wyra»enia s¡ od-
rzucane)). Dwie funkcje rzeczywiste ϕ1, ϕ2 maj¡ k punktów przeci¦cia (lub przecinaj¡ si¦ ka»da
z ka»d¡ k-razy) gdy S−(ϕ1 − ϕ2) = k.

Stwierdzenie 70 ([39]). Niech X i Y b¦d¡ dwiema zmiennymi losowymi, takimi »e E(Xj−Y j) =
0, j = 1, 2, . . . , s − 1 (s > 2). Je»eli S−(FX − FY ) = s − 1 ostatnia zmiana znaku FX − FY jest
dodatnia, to X 6s−cx Y .

Teraz stosujemy Stwierdzenie 70 do otrzymania nast¦puj¡cych wyników.

Twierdzenie 71. ([R2], Th. 4.1) Niech n > 1, a1 6 a < b 6 b1.
Niech a(n) =

[
n
2

]
+ 1, b(n) =

[
n+1

2

]
+ 1.

Niech α1, . . . , αa(n), x1, . . . , xa(n), β1, . . . , βb(n), y1, . . . , yb(n) b¦d¡ liczbami rzeczywistymi ta-
kimi, »e

a) je»eli n jest parzyste to

0 < β1 < α1 < β1 + β2 < α1 + α2 < . . . < α1 + . . .+ αa(n) = β1 + . . .+ βb(n) = 1,

a 6 y1 < x1 < y2 < x2 < . . . < xa(n) < yb(n) 6 b,(99)

b) je»eli n jest nieparzyste to

0 < β1 < α1 < β1 + β2 < α1 + α2 < . . . < β1 + . . .+ βb(n) < α1 + . . .+ αa(n) = 1

a 6 y1 < x1 < y2 < x2 < . . . < yb(n) < xa(n) 6 b;(100)



42 Chapter 5. Nierówno±ci typu Hermita-Hadamarda dla funkcji wypukªych

i
a(n)∑
k=1

xki αi =

b(n)∑
j=1

ykj βj ,

dla ka»dego k = 1, 2, . . . , n.
Niech f : [a1, b1]→ R b¦dzie n-wypukª¡ funkcj¡. Wtedy mamy nast¦puj¡ce nierówno±ci:

i) je»eli n jest parzyste to

(101)
a(n)∑
i=1

αif(xi) 6
b(n)∑
j=1

βjf(yj),

ii) je»eli n jest nieparzyste to

(102)
b(n)∑
j=1

βjf(yj) 6
a(n)∑
i=1

αif(xi).

Twierdzenie 72. ([R2], Th. 4.2) Niech n > 1, a1 6 a < b 6 b1. Let a(n), b(n) ∈ N. Let
α1, . . . , αa(n), β1, . . . , βb(n) b¦d¡ dodatnimi liczbami rzeczywistymi, takimi »e α1 + . . . + αa(n) =
β1 + . . .+ βb(n) = 1. Niech x1, . . . , xa(n), y1, . . . , yb(n) b¦d¡ liczbami rzeczywistymi, takimi »e

a) a 6 x1 6 x2 6 . . . 6 xa(n) 6 b and a 6 y1 6 y2 6 . . . 6 yb(n) 6 b,

b)
∑a(n)
k=1 x

k
i αi =

∑b(n)
j=1 y

k
j βj , dla ka»dego k = 1, 2, . . . , n.

Niech α0 = β0 = 0, x0 = y0 = −∞. Let F1, F2 : R → R b¦d¡ dwiema funkcjami danymi nast¦-
puj¡cymi wzorami: F1(x) = α0 + α1 + . . . + αk if xk < x 6 xk+1 (k = 0, 1, . . . , a(n) − 1) and
F1(x) = 1 if x > xa(n); F2(x) = β0 + β1 + . . . + βk if yk < x 6 yk+1 (k = 0, 1, . . . , b(n) − 1) and
F2(x) = 1 if x > yb(n). Je»eli funkcje maj¡ n punktów przeci¦cia i ostatnia zmana znaku F1 − F2

jest dodatnia, to dla ka»dej n-wypukªej funkcjin f : [a1, b1]→ R mamy nast¦puj¡ce nierówno±ci

(103)
a(n)∑
i=1

αif(xi) 6
b(n)∑
j=1

βjf(yj).

Twierdzenie 73. ([R2], Th. 4.3) Niech n > 1, a1 6 a < b 6 b1. Niech a(n) =
[
n
2

]
+ 1,

b(n) =
[
n+1

2

]
+ 1. Niech x1, . . . , xa(n), y1, . . . , yb(n) b¦d¡ liczbami rzeczywistymi, i α1, . . . , αa(n),

β1, . . . , βb(n) b¦d¡ dodatnimi liczbami takimi »e α1 + . . .+ αa(n) = 1, β1 + . . .+ βb(n) = 1,

1

b− a

∫ b

a

xkdx =

b(n)∑
j=1

ykj βj =

a(n)∑
i=1

xki αi (k = 1, 2, . . . , n),

a 6 x1 < x2 < . . . < xa(n) 6 b, a 6 y1 < y2 < . . . < yb(n) < b,

x1−a
b−a < α1 <

x2−a
b−a ,

x2−a
b−a < α1 + α2 <

x3−a
b−a ,

. . .
xa(n)−1−a

b−a < α1 + . . .+ αa(n)−1 <
xa(n)−a
b−a ,

y1−a
b−a < β1 <

y2−a
b−a ,

y2−a
b−a < β1 + β2 <

y2−a
b−a ,

. . .
yb(n)−1−a

b−a < β1 + . . .+ βb(n)−1 <
yb(n)−a
b−a ;

je»eli n jest parzyste to y1 = a, yb(n) = b, x1 > a, xa(n) < b;
je»eli n jest neiparzyste to y1 = a, yb(n) < b, x1 > a, xa(n) = b.

Niech f : [a1, b1]→ R b¦dzie funkcj¡ n-wypukª¡. Wtedy mamy nast¦puj¡ce nierówno±ci:

i) je»eli n jest parzyste to

(104)
a(n)∑
i=1

αif(xi) 6
1

b− a

∫ b

a

f(x)dx 6
b(n)∑
j=1

βjf(yj),
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ii) je»eli n jest nieparzyste to

(105)
b(n)∑
j=1

βjf(yj) 6
1

b− a

∫ b

a

f(x)dx 6
a(n)∑
i=1

αif(xi).

W nast¦pnym rozdziale, stosuj¡c Twierdzenia 73, 72 i 71 dowodzimy pewnych nierówno±ci
pomi¦dzy operatorami kwadraturowymi.

4. Nierówno±ci pomi¦dzy operatorami kwadraturowymi.

W analizie numerycznej nierówno±ci poni»szego typu, które sa zwi¡zane z operatorami kwa-
draturowymi, s¡ nazywane extremalities. Wiele extremalities jest znanych w analizie numerycznej
(patrz np. [15], [26], [25] i odsyªcze do literatury tam podane). Analitycy numeryczni dowodz¡
je korzystaj¡c z odpowiednich zaªo»e« o ró»niczkowalno±ci. Jak udowodniª W¡sowicz w pracach
[219], [220], [221], [222], dla funkcji wypukªych wy»szych rz¦dów extremalities mog¡ by¢ otrzy-
mane bez zaªo»e« tego rodzaju, korzystaj¡c tylko z wªasno±ci funkcji wypukªych wy»szych rz¦dów.
Wªasno±ci typu podparciowego odgrywaj¡ tu du»¡ rol¦. Jak pokazujemy w pracy [R2], pewne
extremalities mog¡ by¢ otrzymane u»ywaj¡c probabilistycznej charakteryzacji. Otrzymane extre-
malities s¡ znane, ale nasze metody dowodu przy u»yciu wypukªych porz¡dków stochastycznych
wydaj¡ si¦ by¢ bardzo ªatwe.

Dla funkcji f : [−1, 1] → R rozwa»amy sze±¢ operatorów aproksymuj¡cych ±redni¡ warto±¢
caªkow¡

I(f) := 1
2

1∫
−1

f(x)dx.

S¡ nimi

C(f) := 1
3

(
f
(
−
√

2
2

)
+ f(0) + f

(√
2

2

))
,

G2(f) := 1
2

(
f
(
−
√

3
3

)
+ f

(√
3

3

))
,

G3(f) := 4
9f(0) + 5

18

(
f
(
−
√

15
5

)
+ f

(√
15
5

))
,

L4(f) := 1
12

(
f(−1) + f(1)

)
+ 5

12

(
f
(
−
√

5
5

)
+ f

(√
5

5

))
,

L5(f) := 16
45f(0) + 1

20

(
f(−1) + f(1)

)
+ 49

180

(
f
(
−
√

21
7

)
+ f

(√
21
7

))
,

S(f) := 1
6

(
f(−1) + f(1)

)
+ 2

3f(0).

Operatory G2 i G3 s¡ zwi¡zane z reguª¡ Gaussa-Legendra. Operatory L4 i L5 s¡ zwi¡zane
z kwadratur¡ Lobatta. Operatory S i C dotycza reuª kwadraturowych Simpsona i Chebysheva,
odpowiednio. Operator I oznacza ±redni¡ warto±¢ caªkow¡ (patrz np. [170], [225], [226], [227],
[228]).

Chcemy zbada¢ wszystkie mo»liwe nierówno±ci pomi¦dzy tymi operatorami w klasie funkcji
wypukªych wy»szych rz¦dów.

Uwaga 74. ([R2], Rem. 5.1) Niech X2, X3, Y4, Y5, U , V i Z b¦d¡ zmiennymi losowymi takimi,
»e

µX2
=

1

2

(
δ−
√

3
3

+ δ√3
3

)
,

µX3
=

4

9
δ0 +

5

18

(
δ−
√

15
5

+ δ√15
5

)
,

µY4
=

1

12
(δ−1 + δ1) +

5

12

(
δ−
√

5
5

+ δ√5
5

)
,

µY5
=

16

45
δ0 +

1

20
(δ−1 + δ1) +

49

180

(
δ−
√

21
7

+ δ√21
7

)
,

µU =
2

3
δ0 +

1

6
(δ−1 + δ1),

µV =
1

3

(
δ−
√

2
2

+ δ0 + δ√2
2

)
,

µZ(dx) =
1

2
χ[−1,1](x)dx.
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Mamy
G2(f) = E[f(X2)], G3(f) = E[f(X3)],

L4(f) = E[f(Y4)], L5(f) = E[f(Y5)],

S(f) = E[f(U)], C(f) = E[f(V )], I(f) = E[f(Z)].

Wtedy, stosuj¡c Twierdzenia 73, 72 i 71 dowodzimy nast¦puj¡cych nierówno±ci pomi¦dzy
operatorami kwadraturowymi.

Twierdzenie 75. ([R2], Th. 5.1) Niech f : [−1, 1]→ R b¦dzie 3-wypukªa. Wtedy

(106) G2(f) 6 I(f) 6 S(f),

(107) G2(f) 6 C(f) 6 T (f) 6 S(f),

gdzie T ∈ {G3,L5}.

Twierdzenie 76. ([R2], Th. 5.2) Niech f : [−1, 1]→ R b¦dzie 5-wypukªa. Wtedy

(108) G3(f) 6 I(f) 6 L4(f),

(109) G3(f) 6 L5(f) 6 L4(f).



ROZDZIAª 6

Funkcje delta-wypukªe wy»szych rz¦dów

W pracy [R2] dajemy reprezentacj¦ caªkowa funkcji delta-wypukªej f n-tego rz¦du, w przy-
padku ogólnym, bez zadnych dodatkowych zaªo»e« o f (n)(x) (patrz Cz¦±¢ 1). Nasza charakteryza-
cja jest konstruktywna. Dajemy jawne wzory dla n-spektralnej miary znakowanej odpowiadaj¡cej
funkcji f w tej reprezentacji. Reprezentacja caªkowa ta b¦dzie dalej dalej stosowana w celu uzy-
skania charakteryzacji funkcji kontrolnych odpowiadaj¡cych funkcji f , do zde�niowania pewnego
kanonicznego rozkªadu f , oraz do pokazania istnienia i zbadania wªasno±ci funkcji kontrolnych
minimalnych dla f (co uogólnia wyniki Hartmana [64] dla funkcji wypukªych). Znajdujemy mini-
mum i maksimum (w sensie zde�niowanym w pracy) dwóch funkcji kontrolnych odpowiadaj¡cych
f . Podajemy równie» prostszy dowód twierdzenia Gera [51] delta-wypukªo±ci funkcji klasy Cn+1.
Twierdzenia o reprezentacji podane w Rozdziale 1 jest wykorzystane w dalszej cz¦±ci, do dalszego
badania delta-wypukªo±ci n-tego rz¦du. W Cz¦±ci 2 de�niujemy relacj¦ wzgl¦dnej delta-wypukªo±ci
n-teo rz¦du (relacj¦ n-delta wypukªo±ci), która jest uogólnieniem relacji n-wypukªo±ci wprowadzo-
nej w [R6]. Relacja ta indukuje cz¦±ciowy porz¡dek na pewnych klasach równowa»no±ci funkcji
delta-wypukªych n-teo rz¦du. Podajemy charakteryzacj¦ relacji delta-wypukªo±ci n-teo rz¦du w
terminach minimalnych funkcji kontrolnych, w terminach n-spektralnych miar znakowanych, jak
równie» pochodnych n+1-szego rz¦du (które istniej¡ prawie wsz¦dzie wzgl¦dem miary Lebesguea).
De�niujemy i badamy poj¦cie silnej delta-wypukªo±ci n-tego rz¦du, ktora jest uogólnieniem silnej
n-wypukªo±ci badanej w [R6] i [52]. Podajemy chrakteryzacj¦ silnej delta-wypukªo±ci w ogólnym
przypaku, bez »adnych dodatkowych zaªo»e« o ró»niczkowalno±ci funkcji (to uogólnia wyniki w
[R6] dotycz¡ce silnejn-wypukªo±ci.

W Cz¦±ci 3 badamy nierówno±ci typu Hermita-Hadamarda-Fejéra dotycz¡ce funkcji delta-
wypukªych rz¦du n. Dajemy probabilistyczn¡ charakteryzacj¦ 1-delta wypukªo±ci (tzn. zwykªej
delta-wypukªo±ci), która jest uogólnieniem znanej nierówno±ci Jensena dotycz¡cej charakteryzacji
probabilistycznej funkcji wypukªej. Wykorzystuj¡ t¦ probabilistyczn¡ charakteryzacj¦ otrzymu-
jemy pewne nierówno±ci typu Jensena dla funkcji delta-wypukªej. Podajemy równie» rozszerze-
nie znanego kryterium dla wery�kacji wypukªego porz¡dku stochastycznego s-tego rz¦du danego
przez Denuita, Lefèvra i Shakeda w [39], z wypukªych na delta-wypukªe funkcje. Nasze twier-
dzenie dostarcza u»ytecznych narz¦dzi do otrzymywania i wery�kacji wielu form nierówno±ci typu
Hermita-Hadamarda-Fejéra dla funkcji delta-wypukªych wy»szych rz¦dów. Wtedy, rozwa»aj¡c
pewne szczególne przypadki zmiennych losowych pojawiaj¡cych sie w naszym kryterium, otrzymu-
jemy uogólnienie znanych wyników Dragomira, Pearca i Pe£ari¢a [43] dla funkcji delta-wypukªych,
oraz wyników otrzymanych w [R2] dla funkcji wypukªych wy»szych rz¦dów.

Ostatecznie, w Cz¦±ci 4, otrzymane wyniki stosujemy do otrzymania pewnych nierówno±ci
pomi¦dzy operatorami kwadraturowymi dla funkcji delta-wypukªych n-tego rz¦du.

1. Reprezentacja caªkowa

Przypomnijmy de�nicj¦ funkcji delta-wypukªej n-tego rz¦du.

Definicja 77 ([51]). Funkcja f : (a, b)→ R jest nazywana delta-wypukª¡ n-tego rz¦du, gdy istnieje
funkcja n-wypukªa g taka, »e dlawszystkich x, y ∈ (a, b),

(110) x 6 y ⇒
∣∣∣∣∆n+1

y−x
n+1

f(x)

∣∣∣∣ 6 ∆n+1
y−x
n+1

g(x).

Ka»da funkcja g speªniaj¡ca (110) jest nazywana funkcj¡ kontroln¡ dla f , albo, mówimy »e f jest
funkcj¡ delta-wypukª¡ n-tego rz¦du z funkcj¡ kontroln¡ g, jak rownie» mówimy »e f jest g-wypukle
zdominowana n-tego rz¦du (krótko delta-wypukªa albo g-wypukle zdominowana gdy n = 1).

Nietrudno jest udowodni¢ nast¦puj¡cy lemat (patrz [51]).

Lemat 78. Niech g : (a, b) → R b¦dzie n-wypukª¡ funkcj¡ i niech f : (a, b) → R b¦dzie funkcj¡.
Wtedy nast¦puj¡ce warunki s¡ s¡ równowa»ne:

45
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(a) f jest delta-wypukªa n-tego rz¦du z funkcj¡ kontroln¡ g,
(b) gunkcje g − f i g + f s¡ n-wypukªe na (a, b),
(c) istniej¡ dwie n-wypukªe funkcje ϕ1, ϕ2 : (a, b)→ R takie, »e

f = ϕ1 − ϕ2 and g = ϕ1 + ϕ2.

W nast¦puj¡cym twierdzeniu dajemy reprezentacj¦ caªkow¡ funkcji delta-wypukªej f n-tego
rz¦du.Reprezentacja ta jest uogólnieniem wyników danych w [172] (dotycz¡cych funkcji delta-
wypukªych) na funkcje wypukªe wy»szych rz¦dów.

Twierdzenie 79. ([R1], Th. 2.1) Niech f : (a, b) → R b¦dzie funkcj¡ i niech ξ ∈ (a, b). Wtedy
f jest delta-wypukªa n-tego rz¦du wtedy i tylko wtedy gdy f ma reprezentacj¦

(111) f(x) =

∫
(a,ξ)

(−1)n+1 [−(x− u)]n+
n!

τ(n)(du) +

∫
[ξ,b)

(x− u)n+
n!

τ(n)(du) +Qξ(x),

gdzie τ(n) jest miar¡ znakowana na B((a, b)) tak¡ »e −∞ < τ(n)((c, d)) < ∞ dla wszystkich a <
c < d < b, i Qξ ∈ Πn. Ponadto, miara znakowana τ(n) jest jedyna, tzn. je»eli ξ1, ξ2 ∈ (a, b) i dwie
trójki (ξ1, τ(n),1, Qξ1) i (ξ2, τ(n),2, Qξ2) odpowiadaj¡ funkcji f w reprezentacji (111), to τ(n)1 =
τ(n)2. Je±li f = ϕ1 − ϕ2, gdzie ϕ1, ϕ2 : (a, b) → R obie s¡ n-wypukªe, to τ(n) = µ(n)1 − µ(n)2,

µ(n)1(du) = dϕ
(n)
1 (u) i µ(n)2(du) = dϕ

(n)
2 (u).

Definicja 80. ([R1], Def. 2.1) B¦dziemy nazywa¢ τ(n) n-spektraln¡ znakowan¡ miar¡ funkcji
delta-wypukªej f n-tego rz¦du.

Uwaga 81. ([R1], Rem, 2.1) Zauwa»my, »e je»eli funkcja delta-wypukªa f n-tego rz¦du jest
klasy Cn+1 na (a, b) i τ(n) jest miar¡ znakowan¡, która pojawia sie w Twierdzeniu 79, to

τ(n)(du) = f (n+1)(u)du.

W pracy [R2] (Lem. 2.1) pokazujemy, »e zbiór funkcji n-wypukªych klasy Cn+1 in (a, b)
jest g¦sty w zbiorze funkcji n-wypukªych na (a, b). Jako wniosek otrzymujemy, »e zbiór funkcji
delta-wypukªych n-tego rz¦du klasy Cn+1 na (a, b) jest g¦sty w zbiorzze wszystkich funkcji delta-
wypukªych n-tego rz¦du na (a, b) ([R2], Cor. 2.1).

Warto wspomnie¢, »e w pracy Hartmana (1959) [64] mo»na znale¹¢ dyskusj¦ o minimalnych
funkcjach kontrolnych dla funkcji delta-wypukªej. My rozszerzamy wyniki Hartmana na funkcje
delta-wypukªe wy»szych rz¦dów.

Zauwa»my, »e je»eli f : (a, b)→ R jest funkcj¡ delta-wypukª¡n-tego rz¦du postaci f = ϕ1−ϕ2

z funkcj¡ kontroln¡ g = ϕ1 +ϕ2, gdzie ϕ1, ϕ2 obie s¡ n-wypukªe, to dla ka»dej n-wypukªej funkcji
ϕ, funkcja f mo»e by¢ trywialnie zapisana jako f = (ϕ1 + ϕ) − (ϕ2 + ϕ) z funkcj¡ kontroln¡
gϕ = ϕ1 + ϕ2 + 2ϕ. Poniewa» ϕ jest n-wypukªa, ∆n+1

h ϕ(x) > 0 (x ∈ (a, b)). W konsekwencji,
mamy ∣∣∣∣∆n+1

y−x
n+1

f(x)

∣∣∣∣ 6 ∆n+1
y−x
n+1

g(x) 6 ∆n+1
y−x
n+1

gϕ(x)

dla wszystkich x, y ∈ (a, b), takich »e x < y.
Ta obserwacja mo»e sugerowa¢ nast¦puj¡ce pytanie: czy dla danej funkcji delta-wypukªej f

n-tego rz¦du istnieje funkcja kontrolna g taka, »e operator ró»nicowy ∆n+1
y−x
n+1

g(x) jest minimalny?

Na to pytanie dajemy odpowied¹ twierdz¡c¡.

Definicja 82. ([R1], Def. 2.2) Niech f : (a, b)→ R b¦dzie funkcja delta-wypukª¡ n-tego rz¦du.
Niech f b¦dzie postaci f = ϕ∗1 − ϕ∗2, gdzie ϕ∗1, ϕ∗2 obie s¡ funkcjami n-wypukªymi. Mówimy, »e
ϕ∗1 and ϕ∗2 s¡ minimalnymi n-wypukªymi funkcjami w reprezentacji funkcji f jako ró»nica dwóch
funkcji n-wypukªych (krótko, minimalnymi n-wypukªymi funkcjami), je±li dla ka»dych innych
dwóch funkcji n-wypukªych ϕ1 and ϕ2 takich »e f = ϕ1−ϕ2, mamy, »e funkcje ϕ1−ϕ∗1 i ϕ2−ϕ∗2
obie s¡ n-wypukªe.

Mówimy, »e funkcja kontrolna g∗ : (a, b)→ R jest minimaln¡funkcja kontroln¡ dla f , gdy∣∣∣∣∆n+1
y−x
n+1

f(x)

∣∣∣∣ 6 ∆n+1
y−x
n+1

g∗(x) 6 ∆n+1
y−x
n+1

g(x),

dla ka»dej funkcji g : (a, b) → R, która jest funkcj¡ kontrolna dla f i dla wszystkich x, y ∈ (a, b)
takich, »e x < y.
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Uwaga 83. ([R2], Th. 2.2) Niech f : (a, b) → R b¦dzie funkcj¡ delta-wypukª¡ n-tego rz¦du i
niech g∗ b¦dzie minimalna funkcj¡ kontrolna odpowiadaj¡c¡ f . Wtedy dla ka»dej innej funkcji
kontrolnej g odpowiadaj¡cej funkcji f , funkcja g − g∗ jest n-wypukªa.

Niech f : (a, b) → R b¦dzie funkcja delya-wypukª¡ n-tego rz¦du. Powstaje naturalne pytanie
kiedy istnieje minimalna funkcja kontrolna odpowiadaj¡ca f . Niech (ξ, τ(n), Qξ) (ξ ∈ (a, b)) b¦dzie
trójk¡ odpowiadaj¡c¡ f w caªkowej reprezentacji (111) (funkcji delta-wypukªej n-tego rz¦du).
Rozwazmy rozkªad Hahna-Jordana miary znakowanej τ(n)

(112) τ(n) = τ+
(n) − τ

−
(n),

gdzie τ+
(n) i τ

−
(n) s¡ nieujemnymi miarami na B((a, b)) (see [21]),które sa skoncentrowanw naq dwóch

rozª¡cznych zbiorach P , N ∈ B((a, b)) (P∪N = (a, b)), odpowiednio. Miara var
(
τ(n)

)
= τ+

(n)+τ
−
(n)

jest nazywana wariacj¡ miary znakowanej τ(n).
W pracy [R1] dowodzimy, »e dla ka»dej funkcji delta-wypukªej n-tego rz¦du istnieje minimalna

funkcja kontrolna.

Twierdzenie 84. ([R1], Th. 2.3) Niech f : (a, b)→ R b¦dzie funkcj¡ delta-wypukª¡ n-tego rz¦du
z trójk¡ (ξ, τ(n), Qξ) (ξ ∈ (a, b)) w reprezentacji (111). Wtedy

a) f = ϕ∗1 − ϕ∗2,
b) ϕ∗1 i ϕ∗2 s¡ minimalnymi n-wypukªymi funkcjami,
c) g∗ = ϕ∗1 + ϕ∗2 jest minimaln¡ funkcj¡ kontroln¡ odpowiadaj¡c¡ f ,

gdzie ϕ∗1 : (a, b) → R, ϕ∗2 : (a, b) → R s¡ funkcjami n-wypukªymi z trójkami (ξ, τ+
(n), Qξ) and

(ξ, τ−(n), 0), odpowiednio, w reprezentacji caªkowej funkcji n-wypukªej.

W nast¦pnych trzech twierdzeniach dajemy chrakteryzacj¦ funkcji kontrolnych i minimalnych
funkcji kontrolnych.

Twierdzenie 85. ([R1], Th. 2.4) Niech g : (a, b) → R b¦dzie funkcj¡ n-wypukª¡ z miar¡ µ(n)

w reprezentacji caªkowej, i niech f : (a, b) → R b¦dzie funkcj¡ delta-wypukª¡ n-tego rz¦du z miara
znakowan¡ τ(n) w reprezentacji (111). Wtedy nast¦puj¡ce zdania s¡ równowa»ne:

a) f jest kontrolowana przez g,
b) µ(n) − τ(n) > 0 i µ(n) + τ(n) > 0,

c)
∣∣τ(n)

∣∣ 6 µ(n),

d)
∣∣f (n+1)(x)

∣∣ 6 g(n+1)(x) (x ∈ (a, b)) gdy f i g obie s¡ klasy Cn+1 in (a, b).

Twierdzenie 86. ([R1], Th. 2.5) Niech g : (a, b) → R b¦dzie funkcj¡ n-wypukª¡ z miar¡ n-
spectralna µ(n) w reprezentacji caªkowej, i niech f : (a, b)→ R b¦dzie funkcj¡ delta-wypukª¡ n-tego
rz¦du ze znakowana miar¡ n-spektraln¡ τ(n) w reprezentacji (111). Wtedy nast¦puj¡ce zdania s¡
równowa»ne:

a) g jest minimalna funkcj¡ kontroln¡ dla f ,
b) var

(
τ(n)

)
= µ(n),

c)
∣∣f (n+1)(x)

∣∣ = g(n+1)(x) (x ∈ (a, b)) gdy f i g obie sa klasy Cn+1 in (a, b).
d) g = g∗ z dokªadno±ci¡ do wielomianu stopnia co najwy»ej n, gdzie g∗ jest minimaln¡ funkcj¡

kontroln¡, któr¡ wprowadzili±my w Twierdzeniu 84.

Wniosek 87. ([R1], Cor. 2.2) Ka»de dwie minimalne funkcje kontrolne odpowiadaj¡ce delta-
wypukªej funkcji f : (a, b)→ R n-tego rz¦du ró»ni¡ si¦ o wielomian stopnia co najwy»ej n.

Twierdzenie 88. ([R1], Th. 2.6) Niech f : (a, b)→ R b¦dzie funkcj¡ delta-wypukª¡ n-tego rz¦du
i niech g b¦dzie minimaln¡ funkcj¡ kontroln¡. Wtedy

(113)
∣∣∣f (n+1)(x)

∣∣∣ = g(n+1)(x) dla x ∈ (a, b) λ p.w.

Stosuj¡c twierdzenie o reprezentacji caªkowej funkcji delta-wypukªej n-tego rz¦du podajemy
nowy (prostszy) dowód twierdzenia Gera dotycz¡cy zwi¡zku funkcji klasy Cn+1 z funkcjami delta-
wypukªymi.

Stwierdzenie 89 ([51]). Ka»da funkcja f : (a, b) → R klasy Cn+1 jest funkcj¡ delta-wypukª¡
n-tego rz¦du.
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Dowód. Niech f : (a, b) → R b¦dzie funkcj¡ klasy Cn+1. De�niujemy h(x) = f (n+1)(x).
Wtedy, bior¡c funkcj¦ F jako funkcj¦ delta-wypukª¡ n-tego rz¦du postaci danej przez (111) z
pewnym ξ ∈ (a, b), Qξ ∈ Πn i dla której τ(n)(du) = h(u)du, na podstawie Uwagi 81 mamy
F (n+1)(x) = h(x) (x ∈ (a, b)). Poniewa» równie» f (n+1)(x) = h(x) (x ∈ (a, b)), otrzymujemy
f = F + pn, gdzie pn ∈ Πn. Wynika st¡d, »e f jest delta-wypukªa n-tego rz¦du, co byªo do
udowodnienia.

�

2. Wzgl¦dna delta-wypukªo±¢ n-tego rz¦du. Silna delta-wypukªo±¢ n-tego rz¦du.

Przechodzimy do zde�niowania relacji wzgl¦dnej delta-wypukªo±ci wy»szego rz¦du.

Definicja 90. ([R1], Def. 3.4) Niech f, h : (a, b) → R b¦da funkcjami delta-wypukªymi n-tego
rz¦du, z minimalnymi funkcjami kontrolnymi g∗f and g∗h, odpowiednio. Mówimy, »e funkcja f jest
delta-wypukªa n-tego rz¦du wzgl¦dem h (krócej n-delta-wypukªa wzgledem h), gdy

∆n+1
y−x
n+1

g∗f (x) > ∆n+1
y−x
n+1

g∗h(x)

dla wszystkich x, y ∈ (a, b) such that x < y, i oznaczamy to przez f �dcn h.

Definicja 91. ([R1], Def. 3.5) B¦dziemy mówi¢, »e które funkcje f, h : (a, b) → R, które
s¡ delta-wypukªe n-tego rz¦du (z minimaln¡ funkcj¡ kontroln¡ g∗f i g∗h, odpowiednio) s¡ modulo
Mdcn, albo »e s¡ tej samej modulo Mdcn klasy, gdy

∆n+1
y−x
n+1

g∗f (x) = ∆n+1
y−x
n+1

g∗h(x)

dla wszystkich x, y ∈ (a, b) such that x < y, i oznaczamy to przez f = h(modMdcn).

Relacja modulo Mdcn jest relacj¡ równowa»no±ci i st¡d de�niuje klasy równowa»no±ci. Nie-
trudno pokaza¢, »e relacja ta indukuje cz¦±ciowy porz¡dek.

Twierdzenie 92. ([R1], Th. 3.1) Relacja n-delta-wypukªo±ci indukuje cz¦±ciowy porz¡dek na
klasach równowa»no±ci modulo Mdcn funkcji delta-wypukªych n-tego rz¦du.

Definicja 93. ([R1], Def. 3.6) Niech f : (a, b)→ R b¦dzie funkcj¡ delta-wypukª¡ n-tego rz¦du
z n-spektraln¡ miar¡ znakowan¡ τ(n). B¦dziemy nazywa¢ miar¦ var

(
τ(n)

)
miar¡ delta-wypukªo±ci

n-tego rz¦du funkcjin f (albo krócej miar¡ n-delta-wypukªo±ci).

Twierdzenie 94. ([R1], Th. 3.2) Niech f, h : (a, b) → R b¦da funkcjami delta-wypukªymi n-

tego rz¦du z miarami n-delta-delta wypukªo±ci var
(
τf(n)

)
i var

(
τh(n)

)
, minimalnymi dunkcjami

kontrolnymi g∗f and g∗h, miarami n-wypukªo±ci µ
g∗f
(n) i µ

g∗h
(n) odpowiadaj¡cymi minimalnym funkcjom

kontrolnym g∗f , g
∗
h,odpowiednio. Wtedy, nastepuj¡ce zdania s¡ równowa»ne:

a) f �dcn h,
b) ∆n+1

y−x
n+1

g∗f (x) > ∆n+1
y−x
n+1

g∗h(x), dla wszystkich x, y takich »e a < x < y < b,

c) var
(
τf(n)

)
> var

(
τh(n)

)
,

d)
∣∣f (n+1)(x)

∣∣ > ∣∣h(n+1)(x)
∣∣ (x ∈ (a, b)) gdy f i h obie s¡ klasy Cn+1 in (a, b),

e) g∗f �n g∗h,
f) µ

g∗f
(n) > µ

g∗h
(n),

g) g∗(n+1)
f (x) > g∗(n+1)

h (x) (x ∈ (a, b)) gdy f i h obie s¡ klasy Cn+1 in (a, b).

Przechodzimy do zde�niowania silnej delta-wypukªo±ci wy»szych rz¦dów.

Definicja 95. ([R1], Def. 3.8) Niech c > 0 i niech f : (a, b)→ R b¦dzie funkcj¡ delta-wypukª¡
n-tego rz¦du. Mówimy, »e f jest funkcj¡ silnie delta-wypukª¡ n-tego rz¦du z moduªem c gdy
wszystkie funkcje kontrolne odpowiadaj¡ce funkcji f s¡ silnie n-wypukªe z moduªem c.

Lemat 96. ([R1], Lem. 3.1) Niech c > 0 i niech f : (a, b) → R b¦dzie funkcj¡ delta-wypukª¡
n-tego rz¦du. Je»eli istnieje minimalna funkcja kontrolna g odpowiadaj¡ca funkcji f , taka »e g
jest silnie n-wypukªa z moduªem c, wtedy wszystkie funkcje kontrolne odpowiadaj¡ce f s¡ silnie
n-wypukªe z moduªem c.
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Twierdzenie 97. ([R1], Th. 3.5) Niech c > 0. Niech f : (a, b)→ R b¦dzie delta-wypukªa n-tego
rz¦du i niech g∗ b¦dzie minimaln¡ funkcj¡ kontroln¡ odpowiadaj¡c¡ f . Wtedy f jest silnie delta-
wypukªa n-tego rz¦du z moduªem c iwtedy i tylko wtedy gdy g∗ jest silnie n-wypukªa z moduªem
c.

Z Twierdze« 88, 97 i Lematu 96 otrzymujemy nast¦puj¡c¡ charakteryzacj¦ silnej delta-wypukªo±ci
n-tego rz¦du, która jest uogólnieniem silnej n-wypukªo±ci.

Twierdzenie 98. ([R1], Th. 3.6) Niech c > 0 i niech f : (a, b)→ R b¦dzie delta-wypukªa n-tego
rz¦dy. Wtedy f jest silnie delta-wypukªa n-tego rz¦du z moduªem c wtedy i tlko wtedy gdy

(114)
∣∣∣f (n+1)(x)

∣∣∣ > c dla x ∈ (a, b) λ p.w.

Ze Stwierdzenia 89 i Twierdzenia 98 otrzymujemy nast¦puj¡cy wniosek.

Wniosek 99. ([R1], Cor. 3.3) Niech c > 0 i niech f : (a, b) → R b¦dzie funkcja klasy Cn+1 w
(a, b). Wtedy f jest silnie delta-wypukªa n-tego rz¦du z moduªem c wtedy i tylko wtedy gdy∣∣∣f (n+1)(x)

∣∣∣ > c
dla wszystkich x ∈ (a, b).

Przykªad 100. ([R1], Ex. 3.1)Niech c > 0. Dla f(x) = −cx2/2χ(−∞,0)(x)+cx2/2χ[0,∞)(x) (x ∈
R) (χB(x) = 1 gdy x ∈ B i χB(x) = 0 gdy x 6∈ B, B ⊂ R), mamy

∣∣∣f ′′(x)
∣∣∣ = c dla x 6= 0. St¡d,

z Twierdzenia 98, bior¡c pod uwag¦, »e f jest delta-wypukªa otrzymujemy, »e f jest silnie delta-
wypukªa z moduªem c.

3. Nierówno±ci typu Hermita-Hadamarda-Fejéra dla funkcji delta-wypukªych
wy»szych rz¦dów. Nierówno±ci pomi¦dzy operatorami kwadraturowymi.

W nast¦puj¡cym twierdzeniu podajemy probabilistyczna charakteryzacj¦ delta-wypukªo±ci.

Twierdzenie 101. ([R1], Th. 4.1) Niech f : (a, b) → R b¦dzie funkcj¡ i g : (a, b) → R b¦dzie
funkcj¡ wypukª¡. Wtedy f jest g-wypukle zdomonowana (albo delta-wypukªa z funkcja kontroln¡
g) wtedy i tylko wtedy gdy

(115) |Ef(X)− f(EX)| 6 Eg(X)− g(EX)

dla wszystkich zmiennych losowych X o warto±ciach w (a, b).

Rozpatrzmy teraz szczególne przypadki Twierdzenia 101. Dla ustalonych t ∈ (0, 1) i x1, x2 ∈
(a, b) rozpatrzmy zmienn¡ losow¡ X tak¡, »e P (X = x1) = t i P (X = x2) = 1 − t. Wtedy z
Twiedzenia 101, otrzymujemy nast¦puj¡cy wniosek.

Wniosek 102. ([R1], Cor. 4.2) Niech f : (a, b)→ R b¦dzie funkcj¡ i g : (a, b)→ R b¦dzie funkcj¡
wypukª¡. Wtedy, je»eli f jest g-wypukle zdominowana, to

(116) |tf(x1) + (1− t)f(x2)− f(tx1 + (1− t)x2)| 6 tg(x1) + (1− t)g(x2)− g(tx1 + (1− t)x2)

dla wszystkich x1, x2 ∈ (a, b) i t ∈ (0, 1).

Uwaga 103. ([R1], Rem. 4.1) Nietrudno jest pokaza¢, »e warunek (116) jest rownie» wystar-
czaj¡cym, gwarantuj¡cym delta-wypukªo±c funkcji f (z funkcj¡ kontroln¡ g). Warto doda¢, »e w
pracy [43], warunek ten jest u»yty jako de�nicja (delta-wypukªo±ci fz funkcj¡ kontroln¡ g).

Nast¦pny wynik dotyczy nierówno±ci typu Jensena dla funkcji delta-wypukªych

Wniosek 104. ([R1], Cor. 4.2) Niech f : (a, b)→ R b¦dzie funkcj¡ i niech g : (a, b)→ R b¦dzie
funkcj¡ wypukª¡. Wtedy, je»eli f jest g-wypukle zdominowana, to∣∣∣∣∣

n∑
i=1

tif(xi)− f

(
n∑
i=1

tixi

)∣∣∣∣∣ 6
n∑
i=1

tig(xi)− g

(
n∑
i=1

tixi

)
,

dla wszystkich x1, . . . , xn ∈ (a, b) i t1, . . . , tn > 0 sumuj¡cych si¦ do 1.

W pracy Dragomir i inn. (2002) [43] mo»na znale¹¢ nierówno±ci typu Hermita-Hadamarda
dla funkcji g-wypukle zdominowanych.



50 Chapter 6. Funkcje delta-wypukªe wy»szych rz¦dów

Stwierdzenie 105 ([43]). Niech g : I → R b¦dzie funkcja wypukª¡ f : I → R b¦dzie funkcj¡
g-wypukle zdominowan¡. Wtedy, dla wszystkich a, b ∈ I z a < b,

(117)

∣∣∣∣∣ 1

b− a
·
∫ b

a

f(x) dx− f
(
a+ b

2

)∣∣∣∣∣ 6 1

b− a
·
∫ b

a

g(x) dx− g
(
a+ b

2

)
i

(118)

∣∣∣∣∣f(a) + f(b)

2
− 1

b− a
·
∫ b

a

f(x) dx

∣∣∣∣∣ 6 g(a) + g(b)

2
− 1

b− a
·
∫ b

a

g(x) dx.

Chcemy da¢ uogólnienie nierówno±ci (117) i (118) Dragomira i in. (2002).
Nast¦puj¡ce twierdzenie dostarcza u»ytecznych narz¦dzi do badania nierówno±ci typu Hermita-

Hadamarda-Fejéra dla funkcji delta-wypukªych wy»szych rz¦dów.

Twierdzenie 106. ([R1], Th. 4.3) Niech n > 1. Niech g : I → R b¦dzie funkcj¡ n-wypukª¡ i
niech f : I → R b¦dzie funkcj¡, która jest g-wypukle zdominowana n-tego rz¦du (albo delta-wypukªa
n-tego rz¦du z funkcj¡ kontroln¡ g). Niech X i Y b¦d¡ dwiema zmiennymi losowymi o warto±ciach
w I takimi, »e E(Xj − Y j) = 0, j = 1, 2, . . . , n, S−(FX − FY ) = n i ostatnia zmiana znaku
FX − FY jest dodatnia. Wtedy

(119) |Ef(Y )− Ef(X)| 6 Eg(Y )− Eg(X).

Bior¡c pod uwag¦ szczególne przypadki zmiennych losowych X,Y , z Twierdzenia 106, otrzy-
mujemy ([R1], Th. 4.4, Th. 4.5) nierówno±ci typu Hermita-Hadamarda-Fejéra dla funkcji delta-
wypukªych wy»szych rz¦dów, które uogólniaj¡ wyniki Dragomira i in. (2002) [43]. Jako zastoso-
wanie tych wyników dowodzimy pewne nierówno±ci pomi¦dzy operatorami kwadraturowymi (dla
funkcji delta-wypukªych wy»szych rz¦dów).

Twierdzenie 107. ([R1], Th. 5.1) Niech f : [−1, 1]→ R b¦dzie g-wypukle zdominowana 3-rz¦du.
Wtedy

|I(f)− G2(f)| 6 I(g)− G2(g),

|S(f)− I(f)| 6 S(g)− I(g),

|C(f)− G2(f)| 6 C(g)− G2(g),

|T (f)− C(f)| 6 T (g)− C(g),

|S(f)− T (f | 6 S(g)− T (g),

gdzie T ∈ {G3,L5}.

Twierdzenie 108. ([R1], Th. 5.2) Niech f : [−1, 1]→ R b¦dzie g-wypukle zdominowana 5-tego
rz¦du. Wtedy

|I(f)− G3(f)| 6 I(g)− G3(g),

|L4(f)− I(f)| 6 L4(g)− I(g),

|L5(f)− G3(f)| 6 L5(g)− G3(g),

|L4(f)− L5(f)| 6 L4(g)− L5(g).



ROZDZIAª 7

Pewne wzgl¦dne wypukªo±ci

Przypomnijmy probabilistyczn¡ charakteryzacj¦ funkcji wypukªej. Funkcja f : I → R jest
wypukªa wtedy i tylko wtedy gdy

(120) f(EX) 6 Ef(X)

dla wszystkich caªkowalnych zmiennych losowych X o warto±ciach w I (patrz [21]). Zauwa»my, »e
dla funkcji odwracalnej f , (120) mo»e by¢ równie» wyra»ona jako EX 6 f−1(Ef(X)). Wyra»enie
f−1(Ef(X)) mo»e by¢ uwa»ane jako uogólniona ±rednia [76], [63]. Poj¦cie wypukªo±ci zostaªo
uogólnione przez B. Jessena in [76] do porównywania dwóch dwóch funkcji w terminach ±rednich
przez nich zde�niowanych (wypukªo±¢ porównawcza) Rosn¡ca funkcja f : I → R jest nazywana
wypukª¡ wzgl¦dem innej rosn¡cej funkcji g : I → R gdy g−1(Eg(X)) 6 f−1(Ef(X)). To mo»e
by¢ zapisane jako f ◦ g−1(Eg(X)) 6 Ef ◦ g−1(g(X)), co pokazuje, »e f jest wypukªa wzgl¦dem
g wtedy i tylko wtedy gdy f ◦ g−1 jest wypukªa. Zauwa»my, »e powy»sze sformuªowanie u»yte w
[63], [172], [158], nie zakªada »eby f byªa odwracalna (patrz rownie» [32], [45], [17], [142], [143],
[119]). W kontek±cie funkcji C1-ro»niczkowalnych, f jest wypukªa wzgl¦dem funkcji rosn¡cej g gdy
f ′(x)/g′(x) jest niemalej¡ca; w kontekscie funkcji C2-ró»niczkowalnych, f jest wypukªa wzgl¦dem
g wtedy i tylko wtedy gdy f ′′(x)/f ′(x) > g′′(x)/g′(x) ([32]) (zakªadaj¡c, »e te ilorazy istnieja).
Wzgl¦dna wypukªó±¢ wedªug tej de�nicji nie jest antysymetryczna i st¡d nie de�niuje cz¦±ciowego
porz¡dku. Palmer w [154], [155] u»ywa niezale»nie wyprowadzonego sformuªowania, które jest
podobne, ale jest antysymetryczne i de�niuje cz¦±ciowy porzadek, bez zakªadania odwracalno±ci
»adnej z funkcji b¦d¡cych w relacji wypukªo±ci.

De�niuj¡c za Palmerem [154], [155] mówimy, »e funkcja f : I → R jest wypukªa wzgl¦dem
innej funkcji wypukªej g : I → R, gdy istnieje funkcja wypukªa ±ci±le rosn¡ca h : g(I)→ R taka, »e
f = h(g), i oznaczamy to przez f�(1)g. W kontek±cie funkcji C2-ró»niczkowalnych, f�(1)g wtedy
i tylko wtedy gdy f ′′(x)/|f ′(x)| > g′′(x)/|g′(x)| (x ∈ I), zakªadaj¡c, »e te ilorazy istnieja (patrz
[155] Theorem 4).

W pracy [143] autorzy równie» rozwa»aj¡ wzgl¦dna wypukªo±¢ f wzgl¦dem g, wedªug termi-
nologii w [143] w skrócie gCf , gdzie f , g sa funcjami o warto±ciach rzeczywistych zde�niowanych
na tym samym zbiorze A i g nie jest staª¡ funkcj¡. Gdy A jest przedziaªem i g jest ci¡gªa i ±ci±le
rosn¡ca, warunek g C f jest równowa»ny wypukªo±ci funkcji f ◦ g−1 (na przedziale B = g(A)).
Inny pomysª wypukªo±ci dwóch funkcji f i g mo»na znal¦¹¢ w pracy [R6]. Mówimy, »e f jest
wypukªa wzgl¦dem g gdy funkcja f − g jest wypukªa, i oznaczamy to przez f�(2)g. W kontek±cie
funkcji C2-ro»niczkowalnych, f�(2)g wtedy i tylko wtedy gdy f ′′(x) > g′′(x) (x ∈ I). Zapisujemy
to jako f ∈ C(�(i), g) gdy f�(i)g (i = 1, 2). Zbiór C(�(2), cx

2) (c > 0) pokrywa sie ze zbiorem
funkcji silnie wypukªych (z moduªem c > 0), wprowadzonym w [164] (patrz równie» [172], [67],
[163]). Zauwa»e, »e w pracy [R6] byªa badana relacja wzgl¦dnej n-wypukªo±ci �n dla funkcji
n-wypukªych. Wtedy, relacja �(2) pokrywa sie z relacja n-wypukªo±ci �n dla n = 1. Wiele innych
relacji wzglednej wypukªo±ci byªo proponowanych. Wiele wyników mazna znale¹¢ w [143], [158],
[93], [10], [166], [92], mi¦dzy innymi.

W pacy [R3] dajemy charakteryzacj¦ relacji wzglednych wypukªo±ci �(1) i �(2) dwóch funkcji
f i g, ktora uogólnia i uzupelnia wyniki podane przez Palmera [154], [155] i przeze mnie [R6].
Analizujemy rownie» wzajemne zale»no±ci pomi¦dzy relacjami �(1) i �(2).

W Cz¦±ci 1 podajemy charakteryzacj¦ tych relacji wypukªo±ci i zale»no±ci pomi¦dzy nimi,
w terminach prawostronnych pochodnych jak rowniez pochodnych dystrybucyjnych, bez »adnych
dodatkowych zaªo»en o rózniczkowalno±ci funkcji f and g.

W Cz¦±ci 2 wyprowadzamy probabilistyczn¡ charakteryzacj¦ tych relacji wzgl¦dnej wypukªo±ci
w terminach Jensen gap.

W Cz¦±ci 3 de�niujemy i badamy siln¡ wypukªo±¢ wzgl¦dem relacji �(i) (i = 1, 2). Wtedy
zwykªa silna wypukªo±c mo»e by¢ uwa»ana jako silna wypukªo±¢ wzgl¦dem relacji �(2). Ta cz¦±¢
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zawiera równie» probabalistyczn¡ charakteryzacj¦ silnej wypukªo±ci wzgl¦dem relacji �(1), co uzu-
peªnia charakteryzacj¦ silnej wypukªo±ci dan¡ w [P21]. U»ywaj¡c tei probabilistycznej charak-
teryzacji, wyprowadzamy nierówno±ci typu Jensena dla funkcji silnie wypukªych wzgl¦dem �(1),
analogiczne do wyników otrzymanych w [P21], [125], dotycz¡cych zwykªych silnie wypukªych
funkcji.

Dodatkowo, ilustruj¡c dziaªanie naszych twierdze«, wprowadzamy wiele interesuj¡cych przy-
kªadów i kontrprzykªadów funkcji.

1. Kryteria ró»niczkowe

Jak zwykle, przez f ′ oznaczamy pochodna dystrybucyjn¡, pochodna punktowa przez f ′(x),
pochodna dystrybucyjna drugiego rz¦du przez f ′′, i pochodna punktowa drugiego rz¦du przez
f ′′(x) (patrz [189], [195]).

Przypomnijmy, »e funkcje wypukªe speªniaja wiele wªasno±ci �gªadko±ci� (patrz [96], [172]).
Wymienimy niektóre z wªasno±ci funkcji wypukªych.

Stwierdzenie 109. ([R3], prop. 2.1) Funkcja wypukªa f zde�niowana na I jest ci¡gªa i ma
obie pochodne prawo i lewo stronn¡, f ′R(x) i f ′L(x), odpowiednio, w ka»dym punkcie z I.

Stwierdzenie 110. ([R3], prop. 2.25) Funkcja f : I → R jest wypukªa wtedy i tylko wtedy gdy
pochodna prawostronna f ′R(x) (lub lewostronna f ′L(x)) istnieje i jest niemalej¡ca na I.

Stwierdzenie 111. ([R3], prop. 2.3) Funkcja f : I → R jest wypukªa wtedy i tylko wtedy gdy
pochodna prawostronnaf ′R(x) (lub left derivative f ′L(x)) istnieje i f ′′ > 0.

Podpochodn¡ funkcji wypukªej f : I → R w punkcie x0 ∈ I jest liczba rzeczywista c taka, »e
f(x)− f(x0) > c(x− x0), dla wszystkich x ∈ I. Zbiór wszystkich podpochodnych jest nazywany
subdi�erencjaªem funkcji f w x0 i jest oznaczany przez ∂f(x0). Oczywi±cie mamy

(121) ∂f(x0) = [f ′L(x0), f ′R(x0)].

Stwierdzenie 112. ([R3], prop. 2.4) Funkcja f : I → R jest wypukªa wtedy i tylko wtedy gdy
istnieje funkcja k : I → R, taka, »e dla ka»dego x, y ∈ I
(122) f(y) > f(x) + k(x)(y − x).

Ponadto, k(x) jest funkcja niemalej¡c¡ i k(x) ∈ ∂f(x), dla ka»dego x ∈ I.

Na podstawie (121), jako k(x) mo»e by¢ wzi¦ta f ′R(x) (lub f ′L(x)).

Wniosek 113. ([R3], Cor. 2.5) Funkcja f : I → R jest wypukªa wtedy i tylko wtedy gdy

(123) f(y) > f(x) + f ′R(x)(y − x),

dla wszystkich x, y ∈ I.

Przypomnijmy de�nicj¦ relacji wzgl¦dnej wypukªo±ci �(1). De�niuj¡c za Palmerem [154],
[155], mówimy »e funkcja f : I → R jest wypukªa wzgl¦dem innej funkcji wypukªej g : I → R
gdy istnieje ±ci±le rosn¡ca funkcja wypukªa h : g(I) → R taka, »e f = h(g) (oznaczamy, f�(1)g).
Mówimy, »e f wkl¦sªa wzgl¦dem g (w sensie Palmera [154], [155]) gdy g jest wypukªa wzgl¦dem
f , i oznaczamy to przez f≺(1)g. To jest natychmiastowe, »e f jest wkl¦sªa wzgl¦dem g wtedy i
tylko wtedy istnieje funkcja wkl¦sªa ±ci±le rosn¡ca h : f(I)→ R taka, »e f = h(g).

Poniewa» f = h(g) z h ±ci±le rosn¡c¡, funkcje f i g musz¡ by¢ rosn¡ce i malej¡ce na tych
samych przedziaªach. B¦dziemy mówi¢, »e takie funkcje s¡ izotoniczne, albo »e nale»¡ do tej
samej izotonicznej klasy.

Nast¦puj¡ce stwierdzenie (patrz Theorem 2 w [155]) daje rownowa»ne kryterium które jest
u»yteczne w dowodzeniu wªasno±ci wzgl¦dnej wypukªo±ci bez odnoszenia si¦ do funkcji h.

Stwierdzenie 114. ([R3], Prop. 2.6) Niech f, g : I → R b¦d¡ funkcjami. Wtedy f�(1)g wtedy
i tylko wtedy gdy istnieje funkcja λ : I → [0,∞] taka, »e dla ka»dego x, y ∈ I,
(124) f(y)− f(x) > λ(x)(g(y)− g(x)).

Ponadto, je»eli f i g s¡ ró»niczkowalne, to

(125) λ(x) =
f ′(x)

g′(x)
,

dla wszystkich x ∈ I.
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Nast¦puj¡ce twierdzenie ([R3], Th. 2.7) uzupeªnia Stwierdzenie114.

Twierdzenie 115. ([R3], Th. 2.7) Niech f, g : I → R b¦d¡ funkcjami. Wtedy f�(1)g wtedy i
tylko wtedy gdy istnieje funkcja λ : I → [0,∞) taka, »e

a) λ(x) 6= 0 dla kazdego x ∈ I z g(x) ∈ int(g(I)),

b) f(y)− f(x) > λ(x)(g(y)− g(x)) dla ka»dego x, y ∈ I.(126)

Ponadto,

(127) λ(x) ∈ ∂h(g(x)),

dla ka»dego x ∈ I, gdzie h jest wypukª¡ ±ci±le rosn¡c¡ funkcj¡ tak¡, »e f = h(g).

Niech I = (a, b). Niech f�(1)g, gdzie f = h(g) z funkcj¡ wypukª¡ ±ci±le rosn¡c¡ h. Niech λ b¦-
dzie funkcja dan¡ w Twierdzeniu 115. N apodstawie (127) λ(x) ∈ ∂h(g(x)). Oczywi±cieh′R(g(x)), h′L(g(x)) ∈
∂h(g(x)). Poniewa» g jest wypukªa, istnieje ξ ∈ [a, b] takie, »e g jest malej¡ca na (a, ξ) i rosn¡ca
na (ξ, b). Wtedy

f ′R(x) = h′L(g(x))g′R(x) dla x ∈ (a, ξ),

f ′R(x) = h′R(g(x))g′R(x) dla x ∈ [ξ, b).(128)

Poniawa» h jest wypukªa ±ci±le rosn¡ca, h′L(g(x)) 6= 0 and h′R(g(x)) 6= 0, dla ka»dego x ∈ I z
g(x) ∈ int(g(I)).

W konsekwencji, f ′R(x) = 0 wtedy i tylko wtedy gdy g′R(x) = 0, gdy g(x) ∈ int(g(I)).
Oczywi±cie dla funkcji ϕ danej wzorem

(129) ϕ(g(x)) = h′L(g(x))χ(a,ξ)(x) + h′R(g(x))χ[ξ,b)(x),

mamy ϕ(g(y)) ∈ ∂h(g(x)) (χB(x) = 1 gdy x ∈ B and χB(x) = 0 gdy x 6∈ B, B ⊂ R). Na
podstawie (128), mamy

(130) f ′R(x) = ϕ(g(x)) · g′R(x), dla x ∈ I,
w konsekwencji

(131) ϕ(g(x)) =
f ′R(x)

g′R(x)
, if g′R(x) 6= 0.

Podobnie mo»na udowodni¢, »e jako λ(x) mo»e by¢ brana λ(x) =
f ′L(x)
g′L(x) , if g

′
L(x) 6= 0.

Wniosek 116. ([R3], Rem. 2.8) Jako funkcja λ(x) opisana w Twierdzeniu 115 mo»e by¢ wzi¦ta

(132) λ(x) =
f ′R(x)

g′R(x)
,

dla ka»degox ∈ I dla których g′R(x) 6= 0 (albo λ(x) =
f ′L(x)
g′L(x) , gdy g

′
L(x) 6= 0).

Je»eli f i g s¡ dwukrotnie ró»niczkowalne to dla f�(1)g mo»e by¢ wyprowadzone nast¦puj¡ce
kryterium (patrz [155]).

Stwierdzenie 117. ([R3], Prop. 2.9) Je»eli f i g s¡ dwukrotnie ró»niczkowalne na (a, b), to

(133) f�(1)g wtedy i tylko wtedy gdy
f ′′(x)

|f ′(x)|
>

g′′(x)

|g′(x)|
.

W nast¦puj¡cym twierdzeniu podajemy kryterium dla f�(1)g w terminach pochodnej dystry-
bucyjnej drugiego rz¦du, bez dodatkowych zaªo»e« o ró»niczkowalno±ci f i g.

Twierdzenie 118. ([R3], Th. 2.10) Niech f, g : I → R b¦d¡ funkcjami wypukªymi. Wtedy
f�(1)g wtedy i tylko wtedy gdy nast¦puj¡ce warunki s¡ speªnione:

(i) istnieje funkcja h : g(I)→ R taka, »e f = h(g),

(ii) f ′R(x)
g′R(x) > 0, dla ka»dego x ∈ I takiego, »e g′R(x) 6= 0,

(iii) f ′′(x) > f ′R(x)
g′R(x)g

′′(x), gdy g′R(x) 6= 0, gdzie f ′′(x), g′′(x) oznacza tutaj pochodn¡ dystrybucyjn¡

drugiego rz¦du.

W nast¦puj¡cych kontrprzykªadach pokazujemy, »e wszystkie warunki (i), (ii) i (iii) wymie-
nione w Twierdzeniu 118 s¡ konieczne.

Przykªad 119. ([R3], Ex. 2.11)
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(a) Dla f(x) = x2χ(−∞,0)(x) + 2x2χ[0,∞)(x) i g(x) = x2, warunki (ii) i (iii) sa speªnione, ale nie
istnieje funkcja h : g(R) → R, taka, »e f = h(g), w konsekwencji f�(1) nie jest speªnione.
Faktycznie,

f ′R(x)

g′R(x)
= χ(−∞,0)(x) + 2χ[0,∞)(x) > 0 (x ∈ R),

f ′′R(x) =
f ′R(x)

g′R(x)
g′′R(x) = 2χ(−∞,0)(x) + 4χ[0,∞)(x).

Przypu±¢my, przez zaprzeczenie, »e istnieje funkcja h : [0,∞)→ R, taka, »e f = h(g). Wtedy
h(4) = h(g(−2)) = f(−2) = 4 i h(4) = h(g(2)) = f(2) = 8, co jest sprzeczno±ci¡.

(b) Dla

g(x) = −(2x+ 1)χ(−∞,−1)(x)− xχ[−1,1](x) +

(
1

2
x+

1

2

)
χ(1,∞)(x),(134)

h(x) = |x|,(135)

f(x) = −(2x+ 1)χ(−∞,−1)(x)− xχ[−1,0)(x) + xχ[0,1)(x) +

(
1

2
x+

1

2

)
χ[1,∞)(x),(136)

nie jest trudno sprawdzi¢, »e warunki (i) and (iii) s¡ speªnione, a warunek (ii) nie jest speªniony,
i f nie jest wypukªa.

(c) Dla g(x) = x2, h(x) = xχ(−∞,1](x) + χ(1,∞)(x), f(x) = min(x2, 1) obserwujemy, »e (i) oraz
(ii) s¡ speªnione, (iii) nie zachodzi oraz f nie jest wypukªa.

Je»eli g jest wypukªa i monotoniczna oraz h jest wypukªa i nie jest mnnotoniczna, to funkcja
f = h(g) mo»e by¢ wypukªa jak równie» mo»e nie by¢ wypukªa, jak pokazuje nast¦puj¡cy przykªad.

Przykªad 120. ([R3], Ex. 2.12) Dla funkcji g, h, f danych wzorami (134), (135) i (136), odpo-
wiednio, i

h1(x) = −(3x+ 2)χ(−∞,−1)(x)− xχ[−1,0](x) + xχ(0,∞)(x),(137)

f1(x) = −(2x+ 1)χ(−∞,−1)(x)− xχ[−1,0](x) + xχ[0,1)(x) +

(
3

2
x− 1

2

)
χ[1,∞)(x),

obserwujemy, »e g jest malej¡ca, obie funkcje h1 i h s¡ wypukªe i nie s¡ monotoniczne na R,
f1 = h1(g) jest wypukªa, natomiast f = h(g) nie jest wypukªa.

Na podstawie dowodu Twierdzenia 118, mo»na pokaza¢ nast¦puj¡cy wniosek.

Wniosek 121. ([R3], Cor. 2.13) Niech g : I → R b¦dzie funkcj¡ wypukª¡ i niech h : g(I) → R
b¦dzie wypukªa i rosn¡ca. Wtedy funkcja f = h(g) jest wypukªa.

W nast¦puj¡cym przykªadzie pokazujemy, »e f = h(g) mo»e by¢ wypukªa, gdy h nie jest ±ci±le
rosn¡ca.

Przykªad 122. ([R3], Ex. 2.14) Dla g(x) = (x2 − 1)χ(0,∞)(x) − χ(−∞,0)(x), h(x) = x+,
obserwujemy, »r g jest wypukªa, h jest wypukªa i h nie jest ±ci±le rosn¡ca na g(R) = [−1,∞), oraz
f(x) = h(g(x)) = (x2 − 1)χ(1,∞)(x) jest wypukªa.

Przypomnijmy, »e funkcja f : I → R jest nazywana quasi-wypukª¡ gdy

(138) f(tx+ (1− t)y) 6 max(f(x), f(y)),

dla wszystkich x, y ∈ I, t ∈ [0, 1]. Mówimy, »e f jest quasi-wkl¦sªa je±li nierówno±¢ (138) jest
odwrócona ([143]). Funkcja f jest quasi-a�niczna je±li jest quasi-wypukªa i quasi-wkl¦sªa. Wia-
domo, »e f jest quasi-a�niczna wtedy i tylko wtedy gdy jest monotoniczna. Przechodzimy teraz
do rozwa»enia f = h(g), bez zakªadania wypukªo±ci funkcji h.

Lemat 123. ([R3], Lem. 2.15) Niech g : I → R bedzie funkcja wypukª¡ i niech h : g(I) → R
b¦dzie funkcj¡ rosn¡c¡. Wtedy f = h(g) jest funkcj¡ quasi-wypukª¡.

Analogicznie do Lematu 123, mo»e by¢ udowodniony nast¦puj¡cy lemat.

Lemat 124. ([R3], Lem. 2.16) Niech g : I → R b¦dzie funkcj¡ wypukª¡ i niech h : g(I) → R
b¦dzie funkcj¡ malej¡c¡. Wtedy f = h(g) jest funkcj¡ quasi-wkl¦sª¡.

W nast¦pnym lemacie rozwa»amy przypadek gdy obie funkcje g i h nie s¡ monotoniczne.
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Lemat 125. ([R3], Lem. 2.17) Niech g : I → R i h : g(I)→ R b¦d¡ funkcjami wypukªymi, które
nie s¡ monotoniczne na I i g(I), odpowiednio. Wtedy funkcja f = h(g) nie jest wypukªa.

Przypomnijmy de�nicj¦ wzgl¦dnej wypukªo±ci �(2).
Dla danych dwóch funkcji wypukªych f, g : I → R, mówimy, »e f jest wypukªa wzgl¦dem g (w

sensie [R6], w skrócie, f�(2)g), gdy f − g jest wypukªa.
Stwierdzenia 111 i 112 pozwalaja nam otrzyma¢ wiele charakteryzacji wzgl¦dnej wypukªo±ci

�(2) ([R3], Prop. 2.18).

Uwaga 126. ([R3], Rem. 2.19) Niech f, g : I → R bed¡ dwiema funkcjami wypukªymi (I =
(a, b)). Niech f = h(g), gdzie h : g(I) → R jest wypukªa i ±ci±le rosn¡ca. Bez straty ogólno±ci
mo»emy zaªo»y¢, »e g jest malej¡ca na (a, ξ) i rosn¡ca na (ξ, b) (a < ξ < b). Wtedy mamy

(139) f ′R(x) = h′L(g(x))g′R(x)χ(a,ξ)(x) + h′R(g(x))g′R(x)χ[ξ,b)(x),

dla wszystkich x ∈ I. Poniewa» h jest ±ci±le rosn¡ca na g(I), h′L(g(x)) i h′R(g(x)) s¡ obie dodatnie
gdy g(x) ∈ int(g(I)). St¡d, na podstawie (139), funkcje f ′R(x) i g′R(x) sa synchroniczne na zbiorze
A = g−1(int(g(I))) (w takim sensie, »e (f ′R(y)−f ′R(x))(g′R(y)−g′R(x)) > 0 dla wszystkich x, y ∈ A).
To implikuje, »e funkcje f i g s¡ izotoniczne na A (w takim sensie, »e f i g musza by¢ rosn¡ce i
malej¡ce na tych samych przedziaªach).

W nast¦puj¡cym przykªadzie pokazujemy, »e istniej¡ funkcje f i g, dla których tylko jedna z
relacji f�(1)g i f�(2)g zachodzi.

Uwaga 127. ([R3], Ex. 2.20)

a) Dla g(x) = x2 i f(x) = x4 (x ∈ R), obserwujemy, »e relacja f�(1)g zachodzi, a relacja f�(2)g

niezachodzi. Faktycznie, f = h(g), gdzie h(x) = x2 (x > 0) jest ±ci±le rosn¡ca na [0,∞), i
funkcja f(x)− g(x) = x4 − x2 nie jest wypukªa.

b) Dla f(x) = x2 i g(x) = (x − 1)2, obserwujemy, »e f�(2)g i relacja f�(1)g nie zachodzi.
Faktycznie, funkcja f(x) − g(x) = 2x − 1 jest wypukªa, st¡d f�(2)g. Poniewaz funkcje f i g
nie s¡ izotoniczne na (0,∞), na podstawie Uwagi 126, relacja f�(1)g nie zachodzi.

Je»eli f�(1)g, to mog¡ by¢ wyprowadzone proste kryteria dla f�(2)g.

Twierdzenie 128. ([R3], Th. 2.21) Niech f, g : I → R b¦da funkcjami wypukªymi, takimi »e
f�(1)g, i nie ma takich a, b ∈ R dla których

(140) f(x)− g(x) = ax+ b (x ∈ R).

(i) Je»eli dla ka»dego x ∈ I takiego »e gR(x) 6= 0, speªniony jest warunek

(141)
f ′R(x)

g′R(x)
> 1,

to f�(2)g.
(ii) Zaªó»my, »et g nie jest monotoniczna na I. Wtedy f�(2)g, wtedy i tylko wtedy gdy (141)

zachodzi (dla ka»dego x ∈ I dla którego g′R(x) 6= 0).

Uwaga 129. ([R3], Rem. 2.22) Na podstawie dowodu Twierdzenia 128 mo»na pokaza¢, »e
warunek (141) jest równowa»ny warunkowi

(142) h′R(g(x)) > 1

(albo h′L(g(x)) > 1), dla ka»dego x ∈ I.

Nast¦puj¡cy przykªad pokazuje, »e je»eli g jest monotoniczna, to warunek (141) nie jest ko-
nieczny.

Przykªad 130. ([R3], Ex. 2.23) Dla g(x) i h1(x) danych jako (134) i(137), odpowiednio,
h(x) = h1(x) + 3x i f(x) = h(g(x)), nie jest trudno sprawdzi¢, »e (141) nie jest speªniony, g jest
wypukªa i malej¡ca, i obie relacje f�(1)g and f�(2)g zachodz¡.

Twierdzenie 131. ([R3], Th. 2.24) Niech f, g : I → R b¦d¡ funkcjami wypukªymi takimi, »e
f�(2)g. Je»eli istnieje funkcja h : g(I)→ R taka, »e f = h(g) i

(143) 0 <
f ′R(x)

g′R(x)
6 1,

dla ka»dego x ∈ g−1(intg(I)), to f�(1)g.
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Nast¦puj¡cy przykªad pokazuje, »e warunek (143) nie jest konieczny.

Przykªad 132. ([R3], Ex. 2.25) Dla g(x) = x2, f(x) = 3x2, obserwujemy, »e f(x)−g(x) = 2x2

jest wypukªa, f = h(g) z h(x) = 3x, i f
′
R(x)
g′R(x) = 3. St¡d, chocia» warunek(143) nie jest speªniony,

obie relacje f�(1)g i f�(2) zachodz¡.

W nast¦puj¡cym przykªadzie warunek (143) jest speªniony.

Przykªad 133. ([R3], Ex. 2.26) Dla g(x) = x, f(x) = h(x) = 1
2xχ(−infty,0](x) + xχ(0,∞)(x),

obserwujemy, »e (143) jest speªniony i obie relacje f�(1)g and f�(2)g zachodz¡.

2. Charakteryzacja probabilistyczna

Zauwa»my, »e probabilistyczna charakteryzacja funkcji wypukªych (patrz (120))mo»e by¢ za-
pisana w nast¦puj¡cej postaci.

Stwierdzenie 134. Funkcja f : I → R jest wypukªa wtedy i tylko wtedy gdy

(144) Ef(X)− f(EX) > 0.

dla wszystkich zmiennych losowych X o warto±ciach w I (o sko«czonych warto±ciach oczekiwa-
nych).

Lewa strona nierówno±ci (144) równa sie tzw. Jensen gapowi funkcji f . St¡d, nierówno±¢
(144) oznacza, »e funkcja wypukªa jest funkcj¡, dla której Jensen gap jest nieujemny.

Z de�nicji, f�(2)g wtedy i tylko wtedy gdy f − g jest wypukªa. Z nierówno±ci (144) otrzy-
mujemy, »e f�(2)g wtedy i tylko wtedy gdy E[f(X) − g(X)] − [f(EX) − g(EX)] > 0, co daje
probabilistyczn¡ charakteryzacj¦ wzgl¦dnej wypukªo±ci �(2).

Stwierdzenie 135. ([R3], Prop. 3.2) Niech f, g : I → R b¦d¡ funkcjami wypukªymi. Wtedy
f�(2)g wtedy i tylko wtedy gdy

(145) Ef(X)− f(EX) > Eg(X)− g(EX),

dla wszystkich zmiennych losowych X o warto±ciach w I.

Nierówno±c (145) oznacza, »e Jensen gap funkcji f jest wi¦kszy lub równy ni» Jensen gap
funkcji g.

W nast¦puj¡cym twierdzeniu podajemy probabilistyczn¡ charakteryzacj¦ wzgl¦dnej wypukªo-
±ci �(1).

Twierdzenie 136. ([R3], Th. 3.3) Niech f, g : I → R b¦d¡ funkcjami wypukªymi, takimi »e
f�(1)g. Wtedy istnieje funkcja λ : I → [0,∞) taka, »e

(146) Ef(X)− f(EX) > λ(EX)(Eg(X)− g(EX)),

dla wszystkich zmiennych losowych X o warto±ciach w I.

Nastepuj¡ce kontrprzykªady pokazuj¡, »e warunek (146) nie jest wystarczaj¡cy.

Przykªad 137. ([R3], Ex. 3.4)
a) Niech f i g b¦d¡ takie jak w Przykªadzie 122, obserwujemy, »e obie funkcje f i g s¡ wypukªe,

oraz nie istnieje funkcja h, taka »eby f = h(g) i nierówno±¢ (146) byªaby speªniona . Faktycznie,
poniewa» funkcja f(x)− g(x) = x2

+ jest wypukªa, ze Stwierdzenia 134, otrzymujemy Ef(X)−
f(EX) > Eg(x) − g(EX), dla wszystkich zmiennych losowych X . St¡d, warunek (146)
zachodzi bior¡c λ ≡ 1.

b) Rozwa»my funkcje g, f1, h1 dane w Przykªadzie 120. Niech f = f1, h = h1. Obserwujemy, »e
f i g s¡ wypukªe, h jest wypukªa i nie jest rosn¡ca, f = h(g) i warunek (146) jest speªniony.
Faktycznie, g′′ = δ−1 + 1

2δ1, f
′′ = δ−1 + 3

2δ1, mamy g′′ 6 f ′′. Wtedy, ze Stwierdzenia 134,
otrzymujemy »e Ef(X) − f(EX) > Eg(X) − g(EX), dla wszystkich zmiennych losowych X.
St¡d, (146) zachodzi z λ ≡ 1.

c) Dla g(x) = 1
4xχ(−∞,0](x)+4xχ(0,∞)(x), h(x) = xχ(−∞,0)(x)+ 63

80xχ[0,∞)(x), obserwujemy, »e g
jest wypukªa, h jest rosn¡ca i nie jest wypukªa na g(R) = R, f(x) = h(g(x)) = 1

4xχ(−∞,0](x) +
63
20xχ(0,∞)(x) jest wypukªa i warunek (146) jest speªniony. Faktycznie, poniewa» f(x)− 1

2g(x) =
1
8χ(−∞,0](x)+ 23

20xχ(0,∞)(x), mamy »e f− 1
2g jest wypukªa. NiechX b¦dzie rzeczywistz zmienn¡

losow¡. Ze Stwierdzenia 134, otrzymujemy, »e E[f(X)− 1
2g(X)]− [f(EX)− 1

2g(EX)] > 0, co
implikuje Ef(X)− f(EX) > 1

2 [Eg(X)− g(EX)]. Sy¡d, nierówno±¢ (146) zachodzi z λ ≡ 1
2 .
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Poniewa», na podstawie Uwagi 116, jako λ(x) mo»na wzi¡¢ λ(x) =
f ′R(x)
g′R(x) , otrzymujemy na-

st¦puj¡c¡ charakteryzacj¦.

Twierdzenie 138. ([R3], Th. 3.5) Niech f, g : I → R b¦d¡ funkcjami wypukªymi, takimi »e
f�(1)g. Wtedy

(147) [Ef(X)− f(EX)] >
f ′R(EX)

g′R(EX)
[Eg(X)− g(EX)],

dla wszystkich zmiennych losowych X o warto±ciach w I (o sko«czonych warto±ciach oczekiwa-
nych), takich »e g′R(EX) 6= 0.

Uwaga 139. ([R3], Rem. 3.6) Zauwa»my, »e warunek, that the condition (147) mo»e by¢
przepisany w postaci

(148)
1

|f ′R(EX)|
[Ef(X)− f(EX)] >

1

|g′R(EX)|
[Eg(X)− g(EX)],

dla wszystkich zmiennych losowych X o warto±ciach w I (o sko«czonych warto±ciach oczekiwa-
nych), takich »e g′R(EX) 6= 0 and f ′R(EX) 6= 0.

Rozpatrzy teraz szczególne przypadki w Twierdzeniu 136. Dla ustalonych t ∈ (0, 1) i x1, x2 ∈
I, rozpatrzmy zmienn¡ losow¡ X, tak¡ »e P (X = x1) = t i P (X = x2) = 1 − t. Wtedy z
Twierdzenia 136 otrzymujemy nastepuj¡cy wniosek.

Wniosek 140. ([R3], Cor. 3.7) Niech f, g : I → R b¦da funkacjami wypukªymi, takimi »e f�(1)g.
Wtedy istnieje funkcja λ : I → [0,∞) taka »e
(149)
λ(tx1+(1−t)x2)[tg(x1)+(1−t)g(x2)−g(tx1+(1−t)x2)] 6 tf(x1)+(1−t)f(x2)−f(tx1+(1−t)x2),

dla ka»dego x1, x2 ∈ I i t ∈ (0, 1).

Nast¦pny wynik dotyczy nierówno±ci typu Jensena dla wzgl¦dnej wypukªo±ci �(1).

Wniosek 141. ([R3], Th. Cor. 3.8) Niech f, g : I → R b¦d¡ funkcjami wypukªymi, takimi »e
f�(1)g. Wtedy, istnieje funkcja λ : I → [0,∞), taka »e

(150) λ

(
n∑
i=1

tixi

)[
n∑
i=1

tig(xi)− g

(
n∑
i=1

tixi

)]
6

n∑
i=1

tif(xi),

dla ka»dych x1, . . . , xn ∈ I i t1, . . . , tn > 0 sumuj¡cych si¦ do 1.

Poprzez podobne rozumowanie, na podstawie Uwagi 139, otrzymujemy nast¦puj¡c¡ nierów-
no±¢ typu Jensena dla wzgl¦dnej wypukªo±ci �(1).

Wniosek 142. ([R3], Cor. 3.9) Niech f, g b¦d¡ funkcjami wypukªymi, takimi »e f�(1)g. Wtedy

1
|f ′R(tx+(1−t)y)| [tf(x) + (1− t)f(y)− f(tx+ (1− t)y)]

>
1

|g′R(tx+(1−t)y)| [tg(x) + (1− t)g(y)− g(tx+ (1− t)y)],

1
|f ′R(

∑n
i=1 tixi)|

[
∑n
i=1 tif(xi)− f (

∑n
i=1 tixi)]

>
1

|g′R(
∑n
i=1 tixi)|

[
∑n
i=1 tig(xi)− g (

∑n
i=1 tixi)] ,

dla ka»dych x, y, x1, . . . , xn ∈ I, t ∈ (0, 1) i t1, . . . , tn sumuj¡cych sie do 1.

3. Pewne silne wypukªo±ci

Przypomnijmy, »e funkcja f : (a, b) → R jest silnie wypukªa z moduªem c > 0 wtedy i tylko
wtedy gdy funkcja f(x)−cx2 jest wypukªa (Stwierdzenie 25 ). Inaczej mówi¡c f jest silnie wypukªa
z moduªem c > 0 wtedy i tylko wtedy gdy f�(2)g, gdzie g(x) = cx2 (x ∈ R). Inspiruj¡c si¦ t¡
charakteryzacj¡, wprowadzamy poj¦cie silnej wypukªo±ci wzgl¦dem relacji wzgl¦dnej wypukªo±ci.

Tutaj, b¦dziemy u»ywa¢ relacji �(i), i = 1, 2, do zde�niowania silnej wypukªo±ci wzgl¦dem
relacji wzgl¦dnej wypukªo±ci. Mowimy, »e funkcja f : I → R jest silnie wypukªa (z moduªem
c > 0) wzgl¦dem relacji �(i)) gdy f�(i)cx

2. Wtedy silna wypukªo±¢ wzgl¦dem �(2) jest zwykª¡
silna wypukªo±ci¡. Palmer [154], [155] badaª siln¡ wypukªo±¢ wzgl¦dem �(1), nie nazywaj¡c jej.
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W [P21] mo»na znale¹¢ nast¦puj¡c¡ probabilistyczn¡ charakteryzacj¦ silnej wypukªo±ci, która
jest rownocze±nie siln¡ wypukªo±ci¡ wzgl¦dem �(2).

Twierdzenie 143. ([P21], Th. 2.1) Funkcja f : I → R jest silnie wypukªa (z moduªem c > 0)
wzgl¦dem relacji �(2) wtedy i tylko wtedy gdy

(151) Ef(X)− f(EX) > cD2(X),

dla ka»dej zmiennej losowej X o warto±ciach w I (o sko«czonych warto±ciach oczekiwanych).

Nierówno±c (151) oznacza, »e Jensen gap funkcji f jest wi¦kszy lub równy ni» wariancja
zmiennej losowej X pomno»ona przez c.

W nast¦puj¡cym twierdzeniu podajemy probabilistyczn¡ charakteryzacj¦ silnej wypukªo±ci
wzgl¦dem relacji �(1).

Twierdzenie 144. ([R3], Th. 4.5) Niech f : I → R b¦dzie funkcj¡ wypukª¡ i niech c > 0. Je»eli
f jest silnie wypukªa wzgl¦dem �(1) (z moduªem c), to

(152) Ef(X)− f(EX) > f ′R(EX)
D2(X)

2EX
,

dla ka»dej zmiennej losowej X o warto±ciach w I (o sko«czonych warto±ciach oczekiwanych), takiej
»e EX 6= 0.

Zauwa»my, »e D2(X)/EX jest stosunkiem wariancja-warto±¢ oczekiwana dla zmiennej loso-
wej X (VMR(X)). Nierówno±¢ (152) oznacza, »e the Jensen gap funkcji f jest niemniejszy ni»
poªowie stosuku wariancja-warto±¢ oczekiwana zmiennej losowej X pomno»onego przez f ′R(EX).
Zauwa»my, »e prawa strona nierówno±ci (152) jest niezale»na od moduªu c.

Rozwa»my teraz szczególne przypadki Twierdzenia 144. Dla ustalonych t ∈ (0, 1) i x1, x2 ∈ I,
rozwa»my zmienn¡ losow¡ X, tak¡ »e P (X = x1) = t i P (X = x2) = 1− t. Wtedy, z Twierdzenia
144 otrzymujemy nast¦puj¡cy wniosek.

Wniosek 145. ([R3], Cor. 4.6) Je»eli funkcja f : I → R jest silnie wypukªa wzgl¦dem �(1), to

tf(x1)+(1− t)f(x2)−f(tx1 +(1− t)x2) > f ′R(tx1 +(1− t)x2)
tx2

1 + (1− t)x2
2 − [tx1 + (1− t)x2]2

2[tx1 + (1− t)x2]
,

dla ka»dych x1, x2 ∈ I i t ∈ (0, 1), takich »e tx1 + (1− t)x2 6= 0.

Nast¦pny wynik dotyczy nierówno±ci typu Jensena dla funkcji silnie wypukªych wzgl¦dem
�(1).

Wniosek 146. ([R3], Cor. 4.7) If the function f : I → R is strongly convex with respect to �(1),
then

n∑
i=1

tif(xi)− f

(
n∑
i=1

tixi

)
> f ′R

(
n∑
i=1

tixi

) ∑n
i=1 tix

2
i − [

∑n
i=1 tixi]

2

2
∑n
i=1 tixi

,

dla ka»dych x1, . . . , xn ∈ I i t1, . . . , tn > 0 sumuj¡cych si¦ do 1, takich »e
∑n
i=1 tixi 6= 0.

Zauwa»my, »e w pracach [125], [P21] mo»na znale¹¢ nierówno±ci typu Jensena dla funkcji
silnie wypukªych wzgl¦dem �(2) (silnie wypukªych w zwykªym sensie).



ROZDZIAª 8

Krótkie omówienie pozostaªych wyników niewchodz¡cych

w skªad rozprawy

Analiza wypukªa

Problemy dotycz¡ce zagadnie« z analizy wypukªej s¡ badane w pracach [R1, R2, R3, R4, R5,
R6], które s¡ wª¡czone do rozprawy, oraz w pracach [P21, P23, P25, P26, P30].

W pracy [P21] jest podana probabilistyczna charakteryzacja silnej wypukªo±ci jak równie»
jej geometryczna charakteryzacja. Jedn¡ z najbardziej znanych i elementarnych jest nast¦puj¡ca
nierówno±¢ Jensena

E
[
f(X)

]
> f

(
E[X]

)
,

gdzie f jest funkcj¡ wypukª¡, okre±lon¡ na zbiorze wypukªym, zawartym w zbiorze warto±ci zmien-
nej losowejX (patrz [21]). Nierówno±¢ ta daje probabilistyczn¡ charakteryzacj¦ funkcji wypukªych
i mo»e by¢ przepisana w postaci

E
[
f(X)

]
− f

(
E[X]

)
> 0,

gdzie lewa strona nierówno±ci jest tzw. Jensen gapem funkcji f . W [P21], dowodzimy,»e dla
funkcji ϕ silnie wypukªej z moduªem c > 0 mamy nast¦puj¡c¡ nierówno±¢

E[ϕ(X)]− ϕ
(
E[X]

)
> cD2[X],

gdzieD2[X] jest wariancj¡ zmiennej losowejX. Inaczej mówi¡c, Jensen gap funkcji silnie wypukªej
z moduªem c jest nie mniejszy ni» wariancja zmiennej losowej X pomno»ona przez c. U»ywaj¡c
tej charakteryzacji, otrzymane s¡ pewne nierówno±ci typu Jensena, które s¡ równie» udowodnione
w [125] przy u»yciu technik podparciowych.

Praca [P21] jest cytowana bez autocytowa« w 10 pracach: A. Gilányi, N. Merentes, K.
Nikodem, Zs. Páles (2015) [55], K. Nikodem (2014) [148], O. Mej�a, N. Merentes and K. Nikodem
(2014) [124], N. Merentes, S. Rivas (2013) [127], H. Leiva, N. Merentes, K. Nikodem, J .L. Sánchez
(2013) [104], S. Abramovich, S. Iveli¢ i J. Pe£ari¢ (2012) [2], F. C. Mitroi (2012) [138], A. Azócar,
K. Nikodem, Roa G. (2012) [4], N. Merentes, K. Nikodem, S. Rivas (2011) [126] oraz N. Merentes,
K. Nikodem (2010) [125].

W pracy [P23] s¡ wprowadzone i badane funkcje silnie wypukªe w sensie Schura oraz funkcje
generuj¡ce sumy silnie wypukªe w sensie Schura. Otrzymane wyniki s¡ odpowiednikami klasycz-
nego twierdzenia Hardy-Littlewood-Pólya o majoryzacji [63] i twierdzenia Ng'ego [141] charak-
teryzuj¡cego funkcje wypukªe w sensie Schura. Poj¦cie Schur-wypukªo±ci i funkcji generuj¡cych
Schur-wypukªe sumy zostaªo wprowadzone przez Schura [188] (por. te» [119, 63, 91]). W 1987
C.T. Ng [141] podaª peªn¡ charakteryzacj¦ funkcji generuj¡cych Schur-wypukªe sumy. Poj¦cia
silnej wypukªo±ci, silnej-Jensen wypukªo±ci oraz silnej Wright-wypukªo±ci byªy inspirowane przez
teori¦ optymizacji i w literaturze mo»na znale¹¢ wiele ich wªasno±ci i przykªadów ich zastosowa«
(patrz np. [3, 67, 164, 172, 126, P21]). My dowodzimy, »e funkcje silnie wypukªe gene-
ruj¡ sumy silnie Schur-wypukªe, oraz »e funkcje generuj¡ce silnie Schur wypukªe sumy s¡ silnie
Jensen-wypukªe. Podajemy kontrprzykªad na to, »e twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe. Do-
wodzimy, »e silna Jensen-wypukªo±¢ jest warunkiem koniecznym, »eby funkcja generowaªa sumy
silnie Schur-wypukªe. Charakteryzujemy równie» funkcje generuj¡ce sumy silnie Schur-wypukªe,
bez »adnych dodatkowych warunków regularno±ciowych. Praca [P23] jest cytowana w 3 pracach
bez autocytowa«: A. Gilányi, N. Merentes, K. Nikodem, Zs. Páles (2015) [55], K. Nikodem (2014)
[148] oraz M. Castillo, N. Merentes, J.L. Sánchez [33].

W pracy [P25] badamy klasyW1(Θ,M1) skªadaj¡ce si¦ z miar Θ-nadniezmienniczych. Je»eli
f ∈ M1, to f jest dystrybuant¡ miary ν, takiej, »e ν((−∞, x)) = fν(x) = f(x) (x ∈ R). Stad,
mo»emy uto»samia¢ klas¦ funkcjiW1(Θ,M1) z klas¡ M(Θ) skªadaj¡ca si¦ z miar ν speªniaj¡cych

59
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nierówno±¢

(153) E∇Θν > 0,

gdzie E∇Θν(B) = ν(B) − Eν(B − Θ), gdy ν(B) < ∞ (B ∈ B(R)). Miar¦ ν speªniaj¡c¡ nierów-
no±¢ (153) b¦dziemy nazywa¢ miar¡ Θ-nadniezmiennicz¡. Zauwa»my, »e nierówno±¢ ta mo»e by¢
przepisana w postaci

ν(B) > Eν(B −Θ) (B ∈ B(R)).

W pracy [P25] stosujemy twierdzenie Choqueta theorem o reprezentacji punktów zwartego wy-
pukªego zbioru jako barycentrum zbioru punktów ekstremalnych ([159], p.17), w celu otrzymania
reprezentacji caªkowej miar ν speªniaj¡cych powy»sz¡ nierówno±¢ ([P25], Theorem 4.3). Poda-
jemy równie» reprezentacj¦ caªkow¡ tych miar w szczególnych przypadkach zmiennych losowych
Θ ([P25], Theorem 4.4). Miar¦ probabilistyczn¡ skoncentrowan¡ w punkcie x (x ∈ R) b¦dziemy
oznacza¢ jako δx. Zauwa»my, »e gdy νΘ = δh dla pewnego h > 0, to ν jest Θ nadniezmiennicza,
gdy

(154) ∆hν > 0.

St¡d miary Θ-nadniezmiennicze mog¡ by¢ uwa»ane jako zrandomizowane wersje miar speªniaj¡-
cych (154) (albo jako losowo nadniezmiennicze wzgl¦dem Θ). W pracy [P25] dowodz¦, »e istnieje
miara ν oraz zmienna losowa Θ, takie, »e ν jest Θ-nadniezmiennicza, jakkolwiek, nie istnieje
h > 0 dla którego zale»no±¢ (154) byªaby speªniona (patrz [P25], Remark 4.5). W pracy [P11]
mo»na znale¹¢ charakteryzacj¦ miar speªniaj¡cych (154), dla wszystkich h ∈ H, gdzie H ⊂ [0,∞).
Niech L(X) oznacza rozkªad probabilistyczny zmiennej losowej X. Miary speªniaj¡ce nierów-
no±¢ typu (154) pojawiaj¡ si¦ w rachunku prawdopodobie«stwa przy badaniu tak zwanych klas
Lc (with c = exp(−h), patrz [108]) skªadaj¡cych si¦ z rozkªadów zmiennych losowych Y , dla
których speªnione jest równanie L(Y ) = L(cY + X), z pewn¡ zmienn¡ losow¡ X tak¡, »e Y
i X are s¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi. Wtedy miary spektralne Lévy'ego odpowiadaj¡ce
mierze niesko«czenie podzielnej z klasy Lc (w reprezentacji Lévy-Khinthine'a) speªniaj¡ multipli-
katywn¡ wersj¦ nierówno±ci (154). Z kolei, Θ-nadniezmiennicze miary pojawiaj¡ si¦ w rachunku
prawdopodobie«stwa przy badaniu tzw. perpetuit [214], speªniaj¡cych stochastyczne równanie
L(Y ) = L(ξY +X), gdzie Y , ξ i X s¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi (z ξ = exp(−Θ)).

W pracy [P26] wprowadzamy klas¦ funkcji (k, h)-wypukªych zde�niowanych na k-wypukªej
dziedzinie, i dowodzimy nowe nierówno±ci typu Hermite-Hadamarda i Fejéra dla takich odwzoro-
wa«. To uogólnia wyniki dla h-wypukªych funkcji podane w [23, 180], i dla Orlicza-s-wypukªych
odwzorowa« podane w [41].

Niech h : (0, 1) → R b¦dzie funkcj¡ nieujemn¡, h 6= 0. Nieujemna funkcja f : I → R jest
nazywana h-wypukª¡, je±li

(155) f
(
tx+ (1− t)y

)
6 h(t)f(x) + h(1− t)f(y),

dla wszystkich x, y ∈ I i t ∈ (0, 1) (patrz [212]). To poj¦cie uogólnia poj¦cie klasycznej wypukªo±ci
(dla h(t) = t, patrz np. [96, 172]), s-Breckner-wypukªo±ci (dla h(t) = ts, z pewnym s ∈ (0, 1),
patrz [27, 70]), P-funkcji (dla h(t) = 1, patrz [157]) i Godunova-Levin funkcji (dla h(t) = t−1,
patrz [57]). W pracy Bombardelli i Varo²anec [23], zostaªy uzyskane nierówno±ci typu Hermite'a-
Hadamarda-Fejéra dla h-wypukªych funkcji. W [180] Sarikaya, Set i Özdemir udowodnili inn¡
wersj¦ nierówno±ci typu Fejéra dla h-wypukªych funkcji.

Niech k : (0, 1)→ R b¦dzie dan¡ funkcj¡. Wtedy podzbiór D liniowej przestrzeni rzeczywistej
X b¦dziemy nazywa¢ k-wypukªym, je±li k(t)x + k(1 − t)y ∈ D dla wszystkich x, y ∈ D i t ∈
(0, 1) (patrz [P26], De�nition 2.1). Wedªug podanej wy»ej de�nicji, dla odpowiednio dobranej
funkcji k, mo»na otrzyma¢ rodziny ró»nych znanych zbiorów. Nasza de�nicja pokrywa si¦ z
de�nicj¡ klasycznej wypukªo±ci dla k(t) = t. Je±li k(t) = t

1
p z p ∈ (0, 1), to D jest k-wypukªy

wtedy i tylko wtedy, gdy jest p-wypukªy (patrz np. [174]). Dla s > 0 i k(t) = t
1
s , rodzina k-

wypukªych zbiorów jest równa klasie s-Orlicz-wypukªych zbiorów, zde�niowanych przez Dragomira
i Fitzpatricka w [40]. Je»eli k(t) = 1 dla wszystkich t, toD jest k-wypukªy wtedy i tylko wtedy, gdy
(D,+) jest póªgrup¡. Dla k(t) = 1

2 , nasza de�nicja generuje rodzin¦ podwypukªych podzbiorów
X. Niech k b¦dzie zde�niowana przy pomocy wzoru: k(t) = 2t dla t < 1

2 i k(t) = 0 dla t > 1
2 .

Wtedy D jest k-wypukªym zbiorem wtedy i tylko wtedy, gdy jest zbiorem gwia¹dzistym wzgl¦dem
0, tzn. tx ∈ D dla wszystkich t ∈ [0, 1] i x ∈ D. W [P26] podajemy podstawowe wªasno±ci
k-wypukªych podzbiorów przestrzeni liniowej. Niech k, h : (0, 1) → R b¦d¡ dwiema funkcjami
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i zaªó»my, »e D ⊂ X jest k-wypukªym zbiorem. Wtedy funkcja f : D → R jest (k, h)-wypukªa,
je±li

(156) f
(
k(t)x+ k(1− t)y

)
≤ h(t)f(x) + h(1− t)f(y)

dla wszystkich x, y ∈ D i t ∈ (0, 1) (patrz [P26], De�nition 2.4). Je±li w nierówno±ci (156) nierów-
no±¢ mo»emy zast¡pi¢ odpowiednio równo±ci¡, to f b¦dziemy nazywa¢ (k, h)-a�niczn¡ (ogólniejsze
funkcje tego typu s¡ badane w pracy [117]). W szczególno±ci, dla odpowiednio dobranych funkcji
k i h, przy pomocy warunku (156) mo»emy otrzyma¢ nast¦puj¡ce rodziny funkcji: h�wypukªych
(przy dodatkowym zaªo»eniu nieujemno±ci), s-Breckner-wypukªych funkcji, P -funkcji i Godunova-
Levin funkcji, s-Orlicz-wypukªych funkcji, podaddytywnych funkcji i funkcji gwia¹dzistych, mi¦dzy
innymi.

Jako gªówne wyniki pracy [P26] dowodzimy dwie nierówno±ci typu Hermite'a�Hadamarda�
Fejéra dla (k, h)-wypukªych funkcji ([P26], Theorem 3.1, Theorem 3.5), i stosujemy je dla ró»nych
klas odwzorowa« : dla s�Orlicz wypukªych funkcji, dla gwia¹dzistych funkcji, dla h�wypukªych
funkcji, mi¦dzy innymi. Uogólnia to, wyniki dla h-wypukªych funkcji podane w[23], [180], i s-
Orlicz-wypukªych funkcji podane w [41].

Warto doda¢, »e Attila Házy w 2012 r. na 50-th International Symposium on Functional
Equations w Hajdúszoboszló uogólniª nasze poj¦cie (k, h)-wypukªo±ci funkcji. Zde�niowaª on
i badaª (k, h)-wypukªe funkcje wzgl¦dem pewnego zbioru T ⊂ [0, 1], jako funkcje speªniaj¡ce
warunek (156) dla t ∈ T .

Praca [P26] jest cytowana bez autocytowa« w 5 pracach: M. Niezgoda (2014) [146], M.
Niezgoda (2014) [145], A. Házy (2012) [127], N. Merentes and S. Rivas (2013) [127] oraz M. E.
Özdemir (2013) [152].

W pracy [P30] badam ekstremalne miary z ustalonymi momentami. W przybli»onym caªko-
waniu pewne nierówno±ci pomi¦dzy kwadraturami i caªkami przybli»anymi przez nie s¡ nazywane
extremalitis. Z drugiej strony zbiór wszystkich kwadratur jest wypukªy. Próbujemy znale¹¢ mo»-
liwe zwi¡zki pomi¦dzy extremalitis a ekstremalnymi kwadraturami (w sensie punktów ekstremal-
nych zbioru wypukªego). Oczywi±cie, kwadratury s¡ caªkami wzgl¦dem miar dyskretnych, oraz
ponadto kwadratura jest ekstremalna wtedy i tylko wtedy gdy zwi¡zana z ni¡ miara jest ekstre-
malna. St¡d powstaje naturalny problem opisu ekstremalnych miar z ustalonymi momentami w
ogólnym(nie tylko dyskretnym) przypadku. W tej pracy zajmujemy si¦ symetrycznymi miarami
z okre±lonymi pierwszymi czterema momentami. W pracy tej znajdujemy punkty ekstremalne
zbioru wszystkich symetrycznych miar probabilistycznych na [−1, 1] z ustalonymi pierwszymi
czterema momentami tzn. (m0,m1,m2,m3) = (1, 0, b2, 0) ([P30], Theorem 10). Odpowiada
to równie» peªnemu opisowi punktów ekstremalnych zbioru symetrycznych kwadratur z ustalo-
nymi pierwszymi czterema momentami. Jako zastosowanie otrzymanych wyników dotycz¡cych
punktów ekstremalnych, podaj¦ twierdzenie o reprezentacji caªkowej elementów zbioru skªada-
j¡cego si¦ z symetrycznych miar probabilistycznych na [-1,1] z ustalonymi pierwszymi czterema
momentami ([P30], Theorem 13). W dowodzie tego twierdzenia korzystam z faktu, »e przestrze«
miar probabilistycznych na prostej ze sªab¡ zbie»no±ci¡ jest przestrzeni¡ wypukª¡ i metryzowaln¡
z odlegªo±ci¡ Levy-Prohorova (Dudley (2002), [44]). W konsekwencji otrzymuj¦, »e zbiór sy-
metrycznych miar probabilistycznych na [−1, 1] z ustalonymi pierwszymi czterema momentami
jest zwartym, wypukªym, metryzowalnym zbiorem, ponadto jest on homeomor�czny ze zbiorem
[0, b] × [b, 1]. Na koniec, stosuj¦ twierdzenie Choqueta o reprezentacji punktów zwartego, wypu-
kªego zbioru jako barycentrum punktów ekstremalnych (Phelps (1966), [159]). Wyniki otrzymane
w tej pracy uogólniaj¡ wyniki z pracy S. Karlina i W. Studdena (1966), [93]. Moim zdaniem,
do najwa»niejszych moich wyników dotycz¡cych zagadnie« z analizy wypukªej, które s¡ badane w
pracach niewª¡czonych do rozprawy nale»¡:

• podanie probabilistycznej charakteryzacji funkcji silnie wypukªej z moduªem c > 0, jako
funkcji ϕ dla której zachodzi nierówno±¢ ([P21])

E[ϕ(X)]− ϕ
(
E[X]

)
> cD2[X],

dla ka»dej zmiennej losowej X (dla której warto±ci oczekiwane i wariancja wyst¦puj¡ce
w powy»szym wzorze s¡ sko«czone), tzn. luka Jensena dla funkcji silnie wypukªej z
moduªem c jest nie mniejsza ni» wariancja zmiennej losowej X pomno»ona przez c. Jest
to uogóªnienie nierówno±ci Jensena charakteryzuj¡cej funkcje wypukªe jako funkcje dla
których luka Jensena jest nieujemna (patrz [21]).
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• wprowadzenie i charakteryzacja funkcje silnie wypukªej w sensie Schura oraz funkcji
generuj¡cych sumy silnie wypukªe w sensie Schura, bez »adnych dodatkowych warun-
ków regularno±ciowych ([P23]); dowód, »e funkcje silnie wypukªe generuj¡ sumy silnie
Schur-wypukªe, oraz »e funkcje generuj¡ce silnie Schur wypukªe sumy s¡ silnie Jensen-
wypukªe - kontrprzykªad na to, »e twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe; dowód, »e
silna Jensen-wypukªo±¢ jest warunkiem koniecznym, »eby funkcja generowaªa sumy silnie
Schur-wypukªe,

• otrzymanie reprezentacji caªkowej miar Θ-nadniezmienniczych ([159], p.17) ([P25]), ko-
rzystaj¡c z twierdzenia Choqueta o reprezentacji punktów zwartego wypukªego zbioru
jako barycentrum zbioru punktów ekstremalnych,

• wprowadzenie nowej klasy funkcji (k, h)-wypukªych zde�niowanych na k-wypukªej dzie-
dzinie, i dowód nierówno±ci typu Hermite-Hadamarda i Fejéra dla takich odwzorowa«
([P26]), uogólnia to wyniki dla klasycznej wypukªo±ci , s-Breckner-wypukªo±ci, P-funkcji,
Godunova-Levin funkcji i dla h-wypukªych funkcji.

• otrzymanie peªnej charakteryzacji zbioru punktów ekstremalnych zbioru symetrycznych
miar probabilistycznych z ustalonymi pierwszymi czterema momentami, oraz reprezen-
tacji caªkowej elementów tego zbioru ([P30]); przy otrzymywaniu reprezentacji caªkowej
korzystam z metryzowalno±ci przestrzeni miar probabilistycznych na prostej ze sªab¡
zbie»no±ci¡ oraz z twierdzenia Choqueta o reprezentacji punktów zwartego, wypukªego
zbioru; punkty ekstremalne i reprezentacja caªkowa elementów tego zbioru odpowia-
daj¡ puntom ekstremalnym i reprezentacji caªkowej kwadratur z ustalonymi pierwszymi
czterema momentami, wyniki te uogólniaj¡ wyniki z pracy S Karlina i W. Studdena
(1966),[93].

c-rozkªadalno±¢ miar probabilistycznych

Problemy dotycz¡ce c-rozkªadalno±ci miar probabilistycznych s¡ badane w pracach [P1, P2, P3,
P5, P8, P9, P10, P15, P16, P18, P19].

Niech c ∈ R. Mówimy, »e zmienna losowa X (albo, »e jej rozkªad P = L(X)) jest c-rozkªadalna
(c-rozkªadalny), gdy

(157) L(X) = L(cX +Xc),

gdzie Xc jest zmienn¡ losowa niezale»na od X. Lc jest rodzin¡ wszystkich c-rozkªadalnych rozkªa-
dów, gdzie |c| < 1. Pisz¡c powy»sz¡ równo±¢ w j¦zyku funkcji charakterystycznych, otrzymujemy,
»e funkcja charakterystyczna ϕ jest c-rozkªadalna, gdy jest postaci

(158) ϕ(t) = ϕ(ct)ϕc(t),

gdzie ϕc jest funkcj¡ charakterystyczn¡. Mówimy, »e ϕ jest C-rozkªadalna, lub ϕ ∈ LC , gdzie
C ⊂ R, gdy ϕ jest c-rozkªadalna dla ka»dego c ∈ C.

Samorozkªadalno±¢ mo»e by¢ zde�niowana jako wªasno±¢ rozkªadalno±ci miar probabilistycz-
nych. Mówimy, »e zmienna losowa X, lub, »e jej rozkªad P = L(X), jest samorozkªadalna (samo-
rozkªadalny), gdy X jest c-rozkªadalna dla ka»dego 0 < c < 1.

Historycznie, uwa»a si¦ rok 1937, rok w którym Lèvy opublikowaª prac¦ o klasie L, znanej
równie» jako klasa Lèvyégo L (patrz [103]), jako pocz¡tek bada« c-rozkªadalno±ci rozkªadów.
Klasa L pojawia si¦ w rachunku prawdopodobie«stwa jako rozwi¡zanie centralnego problemu
granicznego. To jest dokªadnie klasa granicznych rozkªadów znormalizowanych sum cz¦±ciowych
niezale»nych (niekoniecznie jednakowo rozªo»onych) zmiennych losowych,

(159) b−1
n (X1 + . . .+Xn)− an,

gdzie an ∈ R, bn > 0, b−1
n Xk (k = 1, . . . , n; n = 1, 2, . . .) tworz¡ jednostajnie in�nitezymaln¡

macierz trójk¡tn¡. Problem scharakteryzowania takiej klasy zostaª zaproponowany przez A. Ya.
Khintchina w 1936 r., i rozwi¡zany przez P. Lèvyégo ([103]). Udowodniª on, »e miara nale»y do
L wtedy i tylko wtedy, gdy jest samorozkªadalna. Klas¦ L mo»na opisa¢ w j¦zyku funkcji charak-
terystycznych ( patrz [103] p.319, [109] p. 195). Inna charakteryzacja klasy L zostaªa podana
w pracach [205], [85], [86], [79]. Uogólnienia klasy L-rozkªadów na przestrzenie Euklidesowe
wy»szych wymiarów zostaªo wprowadzone w pracy Urbanika w 1969 [206]. Nast¦pnie Sato [182],
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[183] zajmowaª si¦ ich reprezentacjami oraz ich podklas. Kumar i Schreiber [97], [99] otrzymali
inne reprezentacje pewnych podklas klasy L-rozkªadów na przestrzeniach Banacha.

Klasy L-rozkªadów znalazªy wiele zastosowa«, patrz np. Barndor�-Nielsen and Shephard
(2001) [8] i bibliogra�a tam podana. Loève (1945) [108] byª pierwszym , który rozwa»aª C-
rozkªadalno±¢ w monotetycznym przypadku C = {ck : k = 0, 1, 2, . . .} ∪ {0}, c ∈ (0, 1), tzw
c-rozkªadalno±¢. Opisaª on c-rozkªadalny rozkªad jako rozkªad graniczny ci¡gu unormowanych
sum, jak równie» jako rozkªad pewnego szeregu niezale»nych zmiennych losowych.

Fakt 147 (Loève (1945), (1955) [108], [109]). Niech c ∈ (0, 1), C = {ck : k = 0, 1, 2, . . .} ∪ {0}
i niech P b¦dzie miar¡ probabilistyczn¡ na R.

a) P ∈ Lc wtedy i tylko wtedy, gdy P jest granicznym rozkªadem ci¡gu unormowanych
sum danych przez (159), gdzie X1, X2, . . . s¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi, an ∈ R,
bn > 0, n ≥ 1 i limn→∞ b−1

n+1bn = c,
b) P ∈ Lc wtedy i tylko wtedy, gdy P jest rozkªadem szeregu postaci

(160)
∑
j≥0

cjYj ,

gdzie Y0, Y1, . . . s¡ niezale»nymi jednakowo rozªo»onymi zmiennymi losowymi i szereg jest
zbie»ny wedªug rozkªadu.

Na podstawie (160) wnioskujemy, »e rozkªad zmiennej losowej Y0 jest generatorem rozkªadu
P , c-rozkªadalnego. Pisz¡c (160) w terminach funkcji charakterystycznych wnioskujemy, »e ϕ ∈ Lc
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje funkcja charakterystyczna ϕc taka, »e ϕ jest postaci

(161) ϕ(t) =

∞∏
k=0

ϕc(c
kt).

Z powy»szego wzoru mamy, »e ϕc jest generatorem c-rozkªadalnej funkcji charakterystycznej ϕ.
Misheikis (1972) [132] badaª nast¦pny problem, rozwa»aj¡c przypadek granic bez zakªadania jed-
nostajnej in�nitezymalno±ci. Udowodniª on wersj¦ Faktu 147(a) dla dowolnej (niekoniecznie mo-
notetycznej) C, i w wielu pracach równie» uogólniª wyniki na wielowymiarowe przestrzenie (patrz
Misheikis (1972, 1974, 1975, 1976, 1983) [131]. W innym kontek±cie, Grincevi£ius (1974) [61]
pokazaª, »e szereg w Fakcie 147(b) jest zbie»ny wtedy i tylko wtedy, gdy E(log(1 + |Y0|) <∞, i »e
jego rozkªad musi by¢ albo absolutnie ci¡gªy, albo singularny ci¡gªy (wzgl¦dem miary Lebesgue'a).
Zakusilo (1976, 1977, 1978) niezale»nie udowodniª te wyniki w [237], [238], [239] . Uogólniª on
wyniki zbie»no±ciowe na przestrzenie Euklidesowe, a Wolfe (1983) [234] uogólniª wyniki o ci¡gªo±ci
na przestrzenie Euklidesowe. Zakusilo w 1976 [237] udowodniª wªasno±¢ ci¡gªo±ci klas Lc, gdzie
0 < |c| < 1. Ja uogólniªam w Rajba (2001) [P9] jego wyniki na przypadek |c| < 1.

Urbanik (1975) w [209] wprowadziª poj¦cie póªgrupy rozkªadalno±ci D(P ) zwi¡zanej z miar¡
probabilistyczn¡ P jako zbioru wszystkich liczb rzeczywistych c dla których P jest c-rozkªadalna.
Zostaªo równie» udowodnione, »e pewne probabilistyczne wªasno±ci miar odpowiadaj¡ algebraicz-
nym i topologicznym wªasno±ciom ich póªgrup rozkªadalno±ci. Dla dowolnej P , D(P ) jest domkni¦-
t¡ multiplikatywn¡ podpóªgrup¡ prostej R zawieraj¡c¡ 0 and 1. Ponadto, dla ka»dej niezdegene-
rowanej P , D(P ) jest zwart¡ podpóªgrup¡ póªgrupy [−1, 1].

Urbanik rozwa»aª problem, czy te warunki charakteryzuj¡ póªgrupy rozkªadalno±ci spo±ród
wszystkich zwartych póªgrup. Pewne nietrywialne przykªady póªgrup rozkªadalno±ci zostaªy po-
dane w pracach Urbanik (1976) [210], Iljinskij (1978) [72], Niedbalska (1978) [P1], Niedbalska-
Rajba (1981) [P3], Rajba (1980) [P2].

W pracy Rajba(1980)[P2], podaªam charakteryzacj¦ póªgrup rozkªadalno±ci miar niesko«cze-
nie podzielnych, które maja gaussowsk¡ komponent¦ i nale»¡ do pewnej klasy I0.

Nawet na prostej rzeczywistej, problem charakteryzacji wszystkich póªgrup, które s¡ póª-
grupami rozkªadalno±ci jest ci¡gle otwarty. Wszystko co byªo dotychczas zrobione o warunkach
wystarczaj¡cych, »eby póªgrupa byªa póªgrup¡ rozkªadalno±ci, jest podane w mojej pracy [P3].
Udowodniªam, »e póªgrupy rozkªadalno±ci tworz¡ g¦sty podzbiór w zbiorze wszystkich póªgrup
speªniaj¡cych nasze warunki konieczne. Dla symetrycznych miar probabilistycznych problem cha-
rakteryzacyjny zostaª rozwi¡zany przez Iljinskijego w [72]. Mianowicie, ka»da zwarta podpóªgrupa
liczb rzeczywistych o module mniejszym lub równym 1 jest póªgrup¡ rozkªadalno±ci miary proba-
bilistycznej symetrycznej wtedy i tylko wtedy, gdy zawiera 0 i −1.
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Zauwa»my, »e charakteryzacja Lèvy'ego niezdegenerowanych samorozkªadalnych P jest równo-
wa»na inkluzji [0, 1] ⊂ D(P ) (patrz Loève[109], Section 23.3). St¡d, w szczególno±ci mamy na-
st¦puj¡ce stwierdzenie: niezdegenerowana miara probabilistyczna P jest translacj¡ symetrycznej
samorozkªadalnej wtedy i tylko wtedy, gdy D(P ) = [−1, 1]. K. Urbanik (1976) [210] rozwa»aª
nast¦puj¡cy problem: czy symetryczna miara probabilistyczna P taka, »e jej póªgrupa rozkªadal-
no±ci zawiera otoczenie zera, jest samorozkªadalna. Inaczej mówi¡c, czy równo±¢ D(P ) = [−1, 1]
jest prawdziwa? W mojej pracy Niedbalska (1978) [P1] podaªam rozwi¡zanie tego problemu i
daªam negatywn¡ odpowied¹. Mianowicie, podaªam przykªad miary P symetrycznej, której póª-
grupa rozkªadalno±ci zawiera otoczenie zera, ale która nie jest samorozkªadalna (a nawet nie jest
niesko«czenie podzielna), czyli D(P ) 6= [−1, 1].

W [P3] de�niuj¦ c-rozkªadalno±¢ miar wzgl¦dem podzbiorów zbioru miar probabilistycznych P.
Niech H ⊂ P b¦dzie zbiorem caªkowicie domkni¦tym (patrz [182]). Mówimy, »e ϕ jest c-
rozkªadalna wzgl¦dem H, gdy ϕ jest c-rozkªadalna i wspóªczynnik ϕc we wzorze (159) nale»y
do klasy H. De�niuj¦ póªgrup¦ rozkªadalno±ci D(P,H) jako zbiór wszystkich c ∈ R, dla których
P jest c-rozkªadalne wzgl¦dem H. W [P3] badam c-rozkªadalno±¢ wzgl¦dem klasy Id niesko«cze-
nie podzielnych rozkªadów (patrz np. [48]). Wiadomo, »e dla P ∈ L, D(P ) = D(P, Id). Inaczej
mówi¡c, dla ϕ ∈ L wszystkie wspóªczynniki ϕc (c ∈ D(P )) s¡ niesko«czenie podzielne. W [P3]
podaj¦ przykªad miary P niesko«czenie podzielnej z funkcj¡ charakterystyczn¡ ϕ, takiej »e ϕ jest
c-rozkªadalna dla pewnego 0 < c < 1 i ϕc nie jest niesko«czenie podzielna, tzn. D(P ) 6= D(P, Id).

Warto zaznaczy¢, »e w mojej pracy Niedbalska-Rajba (1981) [P3] udowodniªam, »e ka»da
zwarta póªgrupa zawieraj¡ca 0 i 1 jest póªgrup¡ rozkªadalno±ci D(P, Id), tzn. dla ka»dej takiej
póªgrupy C istnieje P ∈ Id, taka »e D(P, Id) = C. Jest to rozwi¡zanie problemu Urbanika
charakteryzacji póªgrup, które s¡ póªgrupami rozkªadalno±ci, dla póªgrup rozkªadalno±ci D(P, Id).

Ponadto, w pracy Rajba (2001) [P9] badam klas¦ LC(Id) rozkªadów P , które s¡ C-rozkªadalne
wzgl¦dem Id (C ⊂ [−1, 1]), tzn. dla których C ⊂ D(P, Id). Podaj¦ reprezentacj¦ funkcji charak-
terystycznych rozkªadów P ∈ LC(Id). Metoda mojego dowodu, stymulowana wynikami Urbanika
[205], polega na znalezieniu punktów ekstremalnych pewnego zbioru zwartego utworzonego przez
miary spektralne rozkªadów z LC(Id). Kiedy ju» punkty ekstremalne s¡ znalezione, stosuj¦ twier-
dzenie Choqueta o reprezentacji punktów zwartego wypukªego zbioru jako barycentrum punktów
ekstremalnych ([159], p. 19). Z twierdzenia Choqueta o jednoznaczno±ci dla metryzowalnej prze-
strzeni X ([159], p. 70), otrzymuj¦ jednoznaczno±¢ reprezentacji.

Zbiór rozkªadów samorozkªadalnych odgrywa du»¡ w opisie rozkªadów granicznych ci¡gów
zmiennych losowych. Warunek in�nitezymalno±ci {b−1

n Xk} implikuje, »e klasa L jest podzbiorem
zbioru Id zbioru wszystkich rozkªadów niesko«czenie podzielnych. Ponadto zawiera ona stabilne
miary probabilistyczne, tzn. granice (159), ale dla jednakowo rozªo»onych zmiennych losowych.
Stabilne zmienne losowe i wektory odgrywaj¡ kluczowa rol¦ w teorii rachunku prawdopodobie«-
stwa. Ich badania zostaªy zapocz¡tkowane w latach 1920 - 1930 przez Paul Lèvyégo i Aleksandera
Yakovlevicha Khintchina. Literatura na ten temat jest bardzo bogata (patrz np. P. Lèvy [103],
Gnedenko i Kolmogorov [56], Linde [105], Zolotariew [240], Ibragimov i Linnik [71], Samorod-
nitsky i Taqqu [179], Janicki i Weron [73]).

Urbanik (1973) [208] zde�niowaª klasy Lm takie, »e

Id ⊃ L0 ⊃ L1 ⊃ . . . ⊃ L∞ =

∞⋂
m=0

Lm ⊃ S,

gdzie L0 = L i S oznacza zbiór rozkªadów stabilnych. Zgodnie z de�nicj¡ podan¡ przez Urbanika,
de�niujemy klas¦ Lm, m ≥ 1, jako klas¦ wszystkich mo»liwych granic (159), gdzie L(Xk) ∈ Lm−1

(k = 1, 2, . . .). Rozkªady z klas Lm i L∞ s¡ nazywane (m + 1)-krotnie samorozkªadalnymi i caª-
kowicie samorozkªadalnymi, odpowiednio. Urbanik (1973) [208] udowodniª, »e rozkªad P nale»y
do klasy Lm (m = 1, 2, . . . ,∞) wtedy i tylko wtedy, gdy jest on [0, 1]-rozkªadalny wzgl¦dem klasy
Lm−1 (wedªug mojej terminologii w tej pracy). Ponadto, L∞ jest najmniejsz¡ klas¡ zawieraj¡c¡
S, która jest zamkni¦ta ze wzgl¦du na sploty i zbie»no±¢. Scharakteryzowaª on równie» klasy
Lm w terminach ich funkcji charakterystycznych. Nast¦pnie, Kumar i Schreiber w [98] oraz Sato
w [181] znale¹li inne dowody ogólnej postaci funkcjonaªów charakterystycznych elementów z Lm
(m = 0, 1, 2, . . . ,∞) (patrz [116]).
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Bunge (1997) [31] uogólniª klasy Urbanika i zde�niowaª klasy LCm dla dowolnej póªgrupy C,
takie »e LCm pokrywa si¦ z Lm dla klasy C = [0, 1] i

LC0 ⊃ LC1 ⊃ . . . ⊃ LC∞ =

∞⋂
m=0

LCm.

W pracy Rajba (2001) [P9]) badam rozkªady, które s¡ C-rozkªadalne wzgl¦dem klasy Lm
(m = 0, 1, 2, . . .). Znajduj¦ reprezentacje ich funkcji charakterystycznych. Dowodz¦, »e dla ka»dej
C ⊂ [−1, 1] (zwartej póªgrupy zawieraj¡cej 0 i 1) istnieje P ∈ Lm takie, »e D(P,Lm) = C.

W Rajba (2005) [P15] udowodniªam, »e klasa rozkªadów, które s¡ C-rozkªadalne wzgl¦dem
klasy Lm (m = 0, 1, 2, . . .) jest dokªadnie klas¡ rozkªadów granicznych pewnych znormalizowanych
sum cz¦±ciowych niezale»nych zmiennych losowych, które speªniaj¡ pewien in�nitezymalny waru-
nek, jak równie» pewnych sum w przypadku, gdy warunek o i�nitezymalno±ci b¦dzie pomini¦ty.
Podaj¦ równie» ich charakteryzacj¦ jako klasy rozkªadów granicznych podci¡gów znormalizowa-
nych sum, które speªniaj¡ in�nitezymalny warunek.

W pracy Rajba (1999) [P8] badam wielokrotn¡ rozkªadalno±¢ miar probabilistycznych (por.
[200]). Niech c1, . . . , ck ∈ R, k ≥ 1. Mówimy, »e funkcja charakterystyczna ϕ jest (c1, . . . , ck)-
rozkªadalna, lub, »e ϕ ∈ Lc1,...,ck , gdy

ϕ(t) = ϕ(c1t)ϕc1(t), ϕc1(t) = ϕc1(c2t)ϕc1,c2(t), . . .

ϕc1,...,ck−1
(t) = ϕc1,...,ck−1

(ckt)ϕc1,...,ck(t),

gdzie ϕc1 , ϕc1,c2 , . . . , ϕc1,...,ck−1
s¡ funkcjami charakterystycznymi. Zakªadaj¡c, »e wszystkie powy-

»sze wspóªczynniki nale»¡ do klasy H, mówimy, »e ϕ jest (c1, . . . , ck)-rozkªadalna wzgl¦dem H
(ϕ ∈ Lc1,...,ck(H). Udowodniªam, »e klasa Lc1,...,ck pokrywa si¦ z klas¡ szeregów pewnych zmien-
nych losowych i z klas¡ rozkªadów granicznych pewnych sum unormowanych. Podaªam charakte-
ryzacj¦ klasy Gc1,...,ck skªadaj¡cej si¦ z generatorów rozkªadów z klasy Lc1,...,ck . Udowodniªam, »e
funkcja charakterystyczna ψ nale»y do klasy Gc1,...,ck wtedy i tylko wtedy, gdy

E
[
lnk (|Z|+ 1)

]
<∞,

gdzie Z jest zmienn¡ losow¡ z funkcj¡ charakterystyczn¡ ψ. Wynik ten uogólnia twierdzenie udo-
wodnione przez Zakusilo (1976) [237] dla k = 1. W [P9] wprowadzam i badam zbiór wielokrotnej
rozkªadalno±ci D(k)(P,H) miary P ∈ H wzgl¦dem H, skªadaj¡cy si¦ ze wszystkich (c1, . . . , ck)
(|cj | < 1, j = 1, 2, . . . , k) takich, »e P jest (c1, . . . , ck)-rozkªadalna wzgl¦dem H. Podaªam równie»
charakteryzacj¦ (c1, . . . , ck)-rozkªadalno±ci funkcji charakterystycznej ϕ wzgl¦dem klasy miar nie-
sko«czenie podzielnych, w j¦zyku miar spektralnych Lèvy'ego odpowiadaj¡cych ϕ (w repre-
zentacji Lèvy-Khintchina, patrz [108]). Opisaªam te» klas¦ rozkªadów (c1, . . . , ck)-rozkªadalnych
wzgl¦dem klasy Id jako klas¦ rozkªadów niesko«czenie podzielnych z (c1, . . . , ck)-supernadniezmie-
nnicz¡ miar¡ spektraln¡ Lèvy'ego. W [P11] podaªam charakteryzacj¦ funkcji, które s¡ dystrybu-
antami (c1, . . . , ck)-nadniezmienniczych miar.

Dla c1 = c2 = . . . = ck = c, w miejsce Lc1,...,ck b¦dziemy pisa¢ Lc,(k), i b¦dziemy nazywa¢
rozkªady nale»¡ce do tych klas, k-krotnie c-rozkªadalnymi (patrz [P10], [200]). W pracy Rajba
(2002) [P10], znajduj¦ reprezentacje k-krotnie c-rozkªadalnych wzgl¦dem Id rozkªadów: Lc,(k)(Id)
(k = 1, 2, . . .), Lc,(∞)(Id) oraz Lc,(α)(Id), gdzie α > 0 (α jest niekoniecznie caªkowita). Stosuj¡c
otrzymane reprezentacje znajduj¦ równie» reprezentacje α-krotnie samorozkªadalnych rozkªadów
(α > 0) i caªkowicie samorozkªadalnych rozkªadów. W [P18] de�niuj¦ i badam póªgrupy rozkªa-
dalno±ci uªamkowego rz¦du zwi¡zane z rozkªadami z klas Lc,(α)(Id).

Klasy Lm byªy równie» badane na wielowymiarowych przestrzeniach. Mianowicie, Sato podaª
w [182] ich opis na przestrzeni Euklidesowej Rd i Nguyen van Thu w [196] oraz Kumar i Schreiber
w [99] na rzeczywistej o±rodkowej przestrzeni Banacha (patrz [197], [198], [199], [81]).

Maejima i Naito (1998) w [113] badali tzw. semi-samorozkªadalne rozkªady na Rd jako gra-
niczne rozkªady podci¡gów znormalizowanych ci¡gów sum cz¦±ciowych niezale»nych zmiennych
losowych, które niekoniecznie s¡ jednakowo rozªo»one, ale speªniaj¡ warunek in�nitezymalny. Nor-
malizacja jest brana po ci¡gach {bn} takich, »e lim b−1

n+1bn = c > 0 i lim bn =∞. W [113] rozkªady
z klas semi-rozkªadalnych rozkªadów L0(c) i ich podklasy Lm(c) s¡ opisane w j¦zyku rozkªadalno-
±ci zmiennych losowych. Autorzy scharakteryzowali miary Lèvy'ego odpowiadaj¡ce tym rozkªa-
dom. Rozkªady semi-samorozkªadalne s¡ naturalnym uogólnieniem semi-stabilnych. Wiadomo,
»e rozkªady semi-stabilne s¡ scharakteryzowane jako graniczne rozkªady podci¡gów znormalizo-
wanych ci¡gów sum cz¦±ciowych niezale»nych i jednakowo rozªo»onych zmiennych losowych (patrz
Meerchaert-Sche�er [123], Choi [34]).
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W Rajba (2009) [P19], badam C-rozkªadalno±¢ miar na przestrzeni Euklidesowej Rd, gdzie
C ⊂ [−1, 1], wzgl¦dem klasy I(Rd) rozkªadów niesko«czenie podzielnych i wzgl¦dem klasy Lm(Rd)
rozkªadów (m+ 1)-krotnie samorozkªadalnych. Podaj¦ reprezentacje ich funkcji charakterystycz-
nych. Podaj¦ przykªady rozkªadów , które s¡ dokªadnie C-rozkªadalne wzgl¦dem Lm(Rd). Mo»na
zauwa»y¢, »e klasa rozkªadów C-rozkªadalnych wzgl¦dem I(Rd), w monotetycznym przypadku
C = {ck}∞k=0 ∪ {0} (tzn. c-rozkªadalnych wzgl¦dem I(Rd)), pokrywa si¦ z klas¡, L0(c), oraz klasa
m-krotnie c-rozkªadalnych wzgl¦dem I(Rd) pokrywa si¦ z klas¡ Lm(c) z [113]. Wyniki otrzymane
w [P19], s¡ uzupeªnieniem i uogólnieniem wyników uzyskanych w [113].

Wydaje si¦ rzecz¡ naturaln¡, »e w wielowymiarowych przestrzeniach, sumy cz¦±ciowe ci¡gu
zmiennych losowych powinny by¢ normowane przez liniowe operatory albo a�niczne transformacje.
W takim przypadku otrzymujemy klasy operatorowo-samorozkªadalnych(OL(Rd)) i operatorowo-
stabilnych miar probabilistycznych.

W 1972 Urbanik [207] zde�niowaª klasy rozkªadów granicznych sum cz¦±ciowych niezale»nych
zmiennych losowych o warto±ciach w Rd, normowanych przez transformacje a�niczne. Nazwaª te
rozkªady miarami probabilistycznymi Lèvy'ego. Yamazato [236] zamieniª t¦ nazw¦ na OL-rozkªady
i oznaczyª przez OL(Rd) klas¦ wszystkich OL-rozkªadów na Rd, poniewa» jest to uogólnienie L-
rozkªadów poprzez operatory. Mówimy, P ma operator-samorozkªadalno±ci, gdy istnieje operator
Q taki, »e P jest cQ rozkªadalna dla ka»dego 0 < c < 1 ([207]). Operator Q b¦dziemy nazywa¢
operatorem-samorozkªadalno±ci, a rozkªad P nazywamy Q-samorozkªadalnym. W pracach Ma-
ejima, Sato i Watanabe (1999, 2000) [114], [115], Rajba (2006) [P16] badane s¡ miary na Rd,
które s¡ cQ-rozkªadalne, dla ka»dego c ∈ C, gdzie C ⊂ [0, 1].

Urbanik w [207] pokazaª, »e rozkªad P nale»y do OL(Rd) wtedy i tylko wtedy, gdy P ma
operator samorozkªadalno±ci, przy zaªo»eniu »e P jest faktycznie d-wymiarowa (tzn. nie jest
skupiona na hiperpªaszczy¹nie o mniejszym wymiarze). Dalej, podaª on reprezentacj¦ funkcji
charakterystycznych rozkªadów operatorowo-samorozkªadalnych (tzn. posiadaj¡cych operator sa-
morozkªadalno±ci). Inne reprezentacje mo»na znale¹¢ np. w pracach Wolfe (1980) [231], Jurek
(1983) [80], [81], Yamazato (1984) [236], Sato i Yamazato (1984, 1985) [186], [187]).

Z drugiej strony, do tej pory nie s¡ znane reprezentacje OL-rozkªadów bez zaªo»enia faktycznej
d-wymiarowo±ci. Yamazato [236] oznaczyª operatorowo-samorozkªadalne rozkªady jako OSD-
rozkªady i przez OSD(Rd) klas¦ wszystkich OSD-rozkªadów. Yamazato [236] podaª przykªad
OL-rozkªadu, który nie jest operatorowo-samorozkªadalny.

Sakovic (1961, 1965) [177], [178] byª pierwszym, który badaª operatorowo stabilne rozkªady
na Rd. Z drugiej strony, Fisz (1954) [50] udowodniª twierdzenie o zbie»no±ci operatorowego typu
(normalizacja przez macierze). Zarówno Fisz jak i Sakovic u»ywali podej±cia wg. zbie»no±ci po
wspóªrz¦dnych, co prowadziªo do rachunkowych trudno±ci.

Niezale»nie od Sakovica, i wcze±niej przed prac¡ Urbanika [206], Sharpe (1969) [190] badaª
klas¦ granicznych rozkªadów a�nicznych transformacji sum cz¦±ciowych niezale»nych jednakowo
rozªo»onych zmiennych losowych o warto±ciach w Rd. Nazwaª on klas¦ takich rozkªadów operatoro-
wo-stabilnymi rozkªadami, i scharakteryzowaª tzw. operator stabilno±ci, zakªadaj¡c, »e s¡ one fak-
tycznie d-wymiarowe. W dowodzie u»ywaª pewnych metod algebraicznych. Podobnie, Urbanik
(1972) [207] daª funkcjonalny dowód opisuj¡c operatorowo-samorozkªadalne miary. To staªo si¦
pocz¡tkiem okresu intensywnych bada« granicznych rozkªadów. Z kolei, Jurek i Vervaat w [88]
oraz Jurek w [78] otrzymali reprezentacje OSD-rozkªadów jako caªki stochastyczne wzgl¦dem
procesu o stacjonarnych i niezale»nych przyrostach (patrz [77], [78], [79], [82], [83], [84]). Jedno-
cze±nie, Wolfe [232] otrzymaª t¦ sam¡ reprezentacj¦ na przestrzeni Euklidesowej (patrz te» [233]).
Natomiast w Sato i Yamazato [186] OSD-rozkªady na Rd s¡ scharakteryzowane jako graniczne
rozkªady procesu typu Ornsteina-Uhlenbecka ([232], d = 1). Monogra�a Operator limit distribu-
tions in probability theory Jurka i Masona (1993) [87] stanowi podsumowanie intensywnych bada«
z tego okresu.

W pracy [P16] badam (C,Q)-rozkªadalno±¢ wzgl¦demm-krotnieQ-samorozkªadalnych rozkªa-
dów na Rd, gdzie C ⊂ [0, 1]. Otrzymuj¦ reprezentacje funkcji charakterystycznych ich rozkªadów.
Badam równie» zwi¡zane z takimi rozkªadami póªgrupy rozkªadalno±ci pewnych liniowych ope-
ratorów. Dowodz¦, »e dla ka»dego C ⊂ [0, 1] (C, zwarta póªgrupa zawiaraj¡ca 0 i 1 ) istnieje
rozkªad, który jest dokªadnie (C,Q)-rozkªadalny wzgl¦dem klasy m-krotnie Q-samorozkªadalnych
rozkªadów na przestrzeni Euklidesowej.

Moim zdaniem, do najwa»niejszych moich wyników dotycz¡cych c-rozkªadalno±ci miar nale»¡:
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• Przykªad miary probabilistycznej P takiej, »e jej póªgrupa rozkªadalno±ci D(P ) zawiera
otoczenie zera, a P nie jest samorozkªadalna, nie jest ona nawet niesko«czenie podzielna
([P1], Th., p.138).
Praca [P1] jest cytowana w pracy Bunge (1997) [31] i w monogra�i Jurek i Mason (1993)
[87].

• Twierdzenie, »e zbiór póªgrup rozkªadalno±ci miar niezdegenerowanych tworzy g¦sty pod-
zbiór w zbiorze C skªadaj¡cym si¦ ze wszystkich zwartych podpóªgrup C ⊂ [−1, 1] za-
wieraj¡cych obie liczby 0 i 1 ([P3], Th. 2.1).

Twierdzenie, »e zbiór póªgrup D(P, Id) pokrywa si¦ ze zbiorem C, tzn., »e dla ka»dej
C ∈ C istnieje miara niesko«czenie podzielna P taka, »e D(P, Id) = C ([P3], Th. 1.3).
Twierdzenie, »e istnieje P ∈ Id taka, »e D(P, Id) 6= D(P ) ([P3], Th. 1.1).

Praca [P3] jest cytowana w 10 pracach bez autocytowa«: monogra�i Jurek i Mason
(1993) [87] oraz w pracach: Urbanik (1984) [211], Bunge (1997) [31], Bouzar i Metron
(2008) [24], Becker-Kern i Hazod (2009) [11], Lindner i Sato (2009, 2011) [106, 107],
Sato(2011, 2014) [184, 185], Aoyama i Nakamura (2012) [1]; moja praca doktorska
Decomposability semigroups associated with probability measures on the real line jest
cytowana przez N. V. Thu (1985) [200].

• Twierdzenia o punktach ekstremalnych zbioru H- nadniezmienniczych miar i C-nadniez-
mienniczych miar. Twierdzenia o reprezentacji caªkowej miar spektralnych Lèvy'ego
rozkªadów c-rozkªadalnych wzgl¦dem klasy Lm (C ∈ C) ([P9], Th. 3.1, 4.2, 4.3, 4.4).

• Charakteryzacja klasy Gc1,...,ck skªadaj¡cej si¦ z generatorów rozkªadów nale»¡cych do
klasy Lc1,...,ck (k ∈ N), jako klasy rozkªadów zmiennych losowych Z speªniaj¡cych

E
[
lnk (|Z|+ 1)

]
<∞.

To twierdzenie charakteryzacyjne jest odpowiednikiem twierdzenia Zakusily (1976) w [237]
dla k = 1 ( [P8], Th. 1, p. 173).

• Charakteryzacja C-rozkªadalno±ci wzgl¦dem klasy Lm(Rd) rozkªadów (m + 1)-krotnie
samorozkªadalnych na Rd. W szczególno±ci, przykªady miar, które s¡ dokªadnie C-
rozkªadalne (C ∈ C) wzgl¦dem Lm(Rd) ([P19], Statistics and Probability Letters, Impact
Factor 0,386). Wyniki te uzupeªniaj¡ i uogólniaj¡ wyniki zawarte w [113].

Zagadnienia z transmisji informacji

Problemy zagadnie« z transmisji informacji s¡ badane w pracach [P4, P6, P7, P12, P13, P14,
P17, P20, P22, P24, P27, P28, P29].

W pracy [P4] przedstawiono analityczne zale»no±ci wi¡»¡ce prawdopodobie«stwo bª¦dów
w transmisji cyfrowej z klas¡ znieksztaªce« czasowych statycznych (zwanych równie» znieksztaªce-
niami jednostronnymi), w obecno±ci szumu gaussowskiego. Przy przesyªaniu informacji w postaci
sygnaªu binarnego, powszechnie przyj¦tym kryterium jako±ci transmisji jest prawdopodobie«stwo
bª¦dów. W praktyce korzysta si¦ z tzw. stopy bª¦dów, czyli przybli»enia prawdopodobie«stwa
bª¦dów na podstawie pomiarów. Przybli»enie to zale»y od liczby bª¦dnie odebranych elementów.
Aby uzyska¢ przybli»enie prawdopodobie«stwo bª¦dów na zadanym poziomie ufno±ci [1], [2], nale»y
pomiar kontynuowa¢, a» do czasu zarejestrowania okre±lonej liczby bitów bª¦dnych. Dla kanaªów
wysokiej jako±ci (np. 10−6 dla transmisji danych, 10−3 w ª¡czach ±wiatªowodowych) czas pomia-
rów musi by¢ odpowiednio dªugi, proporcjonalnie do szybko±ci transmisji. Inn¡ wad¡ pomiaru
stopy bª¦dów jest konieczno±¢ wyª¡czenia kanaªu z transmisji u»ytkowej oraz potrzeba stosowania
sygnaªu testuj¡cego. Ponadto ocena kanaªu transmisyjnego nie odbywa si¦ na bie»¡co w czasie
trwania transmisji u»ytkowej. Bardzo interesuj¡ce s¡ te metody oceny jako±ci kanaªów transmisji,
które korzystaj¡ z u»ytkowego sygnaªu transmisji (parz np. [224, 59, 66, 35]). W pracy [P4]
szukamy estymatora prawdopodobie«stwo bª¦dów, w zale»no±ci od parametrów statycznych znie-
ksztaªce« czasowych [7, 8]. Zakªadamy obecno±¢ addytywnego szumu gaussowskiego oraz tego, »e
na wej±ciu, odbiornik sygnaªu jest zaopatrzony w idealny �ltr który jest dopasowany do sygnaªu
bez statycznych znieksztaªce« czasowych [9, 10]. W pracy [P4] otrzymujemy wzory na estyma-
tor prawdopodobie«stwa bª¦dów jako funkcj¦ stosunku sygnaª-szum i parametrów znieksztaªce«
czasowych. Wyst¦powanie statycznych znieksztaªce« czasowych zwi¡zane jest z niedoskonaªo±ci¡
sprz¦tu transmisji danych jak równie» wynika ono z niezgodno±ci cz¦stotliwo±ci no±nych transmisji
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danych. Jak wida¢ na wykresach otrzymanych estymatorów prawdopodobie«stwa, nawet niewielki
wzrost statycznych znieksztaªce« czasowych powoduje, w obecno±ci szumu gaussowskiego, du»e
straty jako±ci transmisji (pogorszenie jako±ci transmisji nawet o kilka rz¦dów). Warto doda¢, »e
w pracy [13], badano na drodze pomiarowej, dla transmisji danych z kluczowaniem cz¦stotliwo-
±ci w analogowym kanale transmisyjnym, zale»no±¢ prawdopodobie«stwa bª¦dów od statycznych
znieksztaªce« czasowych, w obecno±ci szumu gaussowskiego.

W pracach [P7, P6, P12], badali±my jako±¢ ª¡cza transmisji danych FSK pracuj¡cego z rze-
czywistym dyskryminatorem cz¦stotliwo±ci w obecno±ci szumu gaussowskiego ([7, 12, 13]). Bra-
li±my pod uwag¦ efekt znieksztaªce« czasowych powodowanych przez rzeczywisty dyskryminator
cz¦stotliwo±ci. W szczególno±ci otrzymali±my wzór na prawdopodobie«stwo bª¦dów jako funkcj¦
stosunku sygnaª-szum i parametrów znieksztaªce« czasowych. Analizowali±my ró»ne znieksztaªce-
nia powstaj¡ce na wyj±ciu dyskryminatora ([161, 169, 110]. Elementarne znieksztaªcenia nale»¡
do klasy jednostronnych znieksztaªce« czasowych sygnaªu (bias time distortions). Wynikaj¡ one
z przesuni¦cia widma powodowanego przez oba �ltry nadawczy dolnoprzepustowy i odbiorczy gór-
noprzepustowy. Dynamiczne znieksztaªcenia czasu s¡ wytwarzane przez rzeczywisty dyskrymina-
tor cz¦stotliwo±ci i s¡ efektem caªkowania ci¡gu impulsów, przez odbiorczy �ltr dolnoprzepustowy
(por. [201, 110]) (dynamic time distortions). Z kolei, stochastyczne znieksztaªcenia czasowe wy-
nikaj¡ z obecno±ci szumu gaussowskiego w kanale no±nym. Mog¡ one by¢ aproksymowane uci¦tym
rozkªadem gaussowskim ([201]). W poprzednich badaniach byª rozwa»any idealny dyskrymina-
tor cz¦stotliwo±ci jako demodulator, i w efekcie byª pomijany wpªyw znieksztaªce« czasowych
([13, 121, 156, 171, 202]). W naszych pracach rozwa»amy FSK system z rzeczywistym dys-
kryminatorem cz¦stotliwo±ci, co umo»liwia badanie tych znieksztaªce«. Parametry znieksztaªce«
czasowych s¡ wygodnym parametrem charakteryzuj¡cym jako±¢ transmisji, ale wzór na prawdo-
podobie«stwo bª¦du w zale»no±ci od tych parametrów nie byª dotychczas znany.

W pracy [P13] podajemy metod¦ estymacji dyspersji dynamicznych znieksztaªce« czasowych.
Stosujemy elementy teorii granicznych rozkªadów ekstremalnych porz¡dkowych statystyk pozy-
cyjnych ([95, 101]. Dyspersja dynamicznych znieksztaªce« czasowych jest parametrem, który
wyst¦puje we wzorze na prawdopodobie«stwo bª¦du w systemie FSK z rzeczywistym dyskrymina-
torem cz¦stotliwo±ci, który otrzymali±my w pracy [P7].

W pracy [P14] przedstawiono metod¦ wielopunktowego pomiaru temperatury (por. [128])
oraz transmisji komunikatów o przekroczeniu warto±ci krytycznych. Wyniki pomiarów s¡ prezen-
towane na mobilnym terminalu. Wykorzystano technologie Bluetooth ([129]) do transmisji infor-
macji z komputera do telefonu komórkowego peªni¡cego rol¦ terminala mobilnego. Jednocze±nie
telefon ten pracuje w sieci GSM, i w przypadku przekroczenia dopuszczalnej warto±ci temperatury
któregokolwiek z czujników generuje komunikaty SMS o przekroczeniu warto±ci krytycznej (por.
[38, 60, 203, 229]), wysyªane do ustalonych numerów telefonicznych.

W pracy [P17] przedstawiono rozwi¡zanie zagadnienia wspomagania decyzji dowódcy jachtu
podczas manewrów. Informacje s¡ dostarczane z czujników i urz¡dze« pokªadowych na mobilny
terminal dowódcy (przystosowany telefon komórkowy Siemens S55), wykorzystano w tym celu
ª¡cze radiowe zrealizowane na bazie technologii Bluetooth ([129]). Terminal dowódcy otrzymuje
informacje, jak równie» wysyªa komunikaty o przekroczeniu warto±ci krytycznych kontrolowanych
wielko±ci �zycznych (patrz [38, 60, 203, 229]).

W pracach [P20, P22, P24, P27, P28, P29] przedstawiamy nowa metod¦ losowego stero-
wania w bezprzewodowych sieciach czujników (WSN). Losowe sterowanie prac¡ sieci jest zrealizo-
wane poprzez u»ycie poissonowskiego strumienia zgªosze« do modelowania naszej sieci (PASTA,
patrz [5, 6]). W proponowanym rozwi¡zaniu pojedynczy czujnik-nadajnik (w skrócie, czujnik)
pozostaje nieaktywny przez caªy czas, z wyj¡tkiem losowo wybranych momentów czasowych, gdy
wysyªa informacj¦ o mierzonej wielko±ci do bazy centralnej. Wszystkie czujniki wysyªaj¡ informa-
cj¦ niezale»nie jeden od drugiego. Jest to sie¢ zbiorcza z informacj¡ wysyªan¡ tylko w jedn¡ stron¦,
przy u»yciu tylko jednej cz¦stotliwo±ci radiowej. W efekcie jest du»a oszcz¦dno±¢ energii czujni-
ków, nadawany protokóª mo»e by¢ krótki. Skutkuje to te» du»ym uproszczeniem sprz¦towym. W
naszych pracach budujemy model matematyczny sieci i analizujemy poprawno±¢ dziaªania sieci.

Przy tych zaªo»eniach pojawia si¦ problem zakªócenia transmisji sygnaªu. Je»eli jeden lub
wi¦cej czujników zacznie nadawa¢ podczas trwania nadawania protokoªu przez jaki± czujnik, taka
sytuacja jest nazywana kolizj¡. Taki zakªócony sygnaª jest ignorowany. Akceptujemy pewne straty
informacji, zyskuj¡c prostot¦ caªego systemu i sprz¦tow¡. W pracach [P20, P22, P24] wszystkie
czujniki maj¡ jednakowy ±redni czas pomi¦dzy transmisjami, natomiast w [P27] s¡ podzielone na
grupy, w których jest taki sam ±redni czas pomi¦dzy transmisjami pojedynczego czujnika. W [P20]
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otrzymujemy wzór na warunkowe prawdopodobie«stwo kolizji w przedziale o danej dªugo±ci, przy
zaªo»eniu danej liczby nada« w przedziale. W pracach [P22, P24, P27] otrzymujemy twierdzenia
o bezwarunkowym prawdopodobie«stwie kolizji.

W pracy [P27] przedstawiamy przykªad zastosowania bezprzewodowej sieci czujników z jed-
nokierunkow¡ transmisj¡ do monitorowania stanu pacjentów szpitala. W¦zªy sieci (czujniki) s¡
podzielone na grupy, w których jest taki sam ±redni czas pomi¦dzy transmisjami, zale»¡cy od stanu
zdrowia pacjentów. Otrzymujemy wzór na prawdopodobie«stwo kolizji, który jest wery�kowany
poprzez badania symulacyjne pracy sieci.

W pracy [P28] badamy prawdopodobie«stwo kolizji w sieci WSN obliczone na podstawie
wyra»enia analitycznego i porównujemy z prawdopodobie«stwem kolizji otrzymanym na podstawie
komputerowej symulacji pracy sieci.

W pracy [P29] otrzymujemy wzór na prawdopodobie«stwo kolizji w sieci WSN z losowymi
parametrami charakteryzuj¡cymi sie¢. Celem jest lepsze dopasowanie modelu sieci z losowym
dost¦pem do konkretnych aplikacji.

[P22] jest w monogra�i Knowledge in telecommunication technologies and optics, 2011. [P20]
jest w czasopi±mie PAK. Praca [P24] jest w czasopi±mie PRZEGL�D ELEKTROTECHNICZNY
(Electrical Review) z listy �ladel�jskiej, impact factor 0,244 . Praca [P27] byªa prezentowana na
IEEE Symposium Series on Computational Intelligence, IEEE SSCI 2013 Singapore, które odbyªo
si¦ w dn. 16 � 19.04.2013, w Singapurze, jak równie» jest w Proceedings publikowanych przez
IEEE. Moim zdaniem, do najwa»niejszych moich wyników dotycz¡cych zagadnie« z transmisji
danych nale»¡:

• otrzymanie wzorów na prawdopodobie«stwo bª¦dów w transmisji cyfrowej w zale»no±ci
od parametrów znieksztaªce« czasowych statycznych i szumu gaussowskiego [P4] oraz w
systemach FSK pracuj¡cych z rzeczywistym dyskryminatorem cz¦stotliwo±ci w obecno±ci
szumu gaussowskiego [P7, P6, P12],

• podanie metody estymacji dyspersji dynamicznych znieksztaªce« czasowych [P13], któr¡
otrzymujemy stosuj¡c elementy teorii granicznych rozkªadów ekstremalnych porz¡dko-
wych statystyk pozycyjnych ([95, 101]),

• opracowanie nowej metody losowego sterowania w bezprzewodowych sieciach czujników
(WSN) poprzez opracowanie modelu bezprzewodowej sieci czujników (WSN) w opar-
ciu o poissonowski strumie« zgªosze« i otrzymanie wzorów na: prawdopodobie«stwo
kolizji warunkowego [P20], bezwarunkowego prawdopodobie«stwa kolizji [P22, P24],
prawdopodobie«stwo kolizji dla sieci z podziaªem czujników na grupy, z ró»nym ±rednim
czasem pomi¦dzy transmisjami pojedynczego czujnika [P27] oraz prawdopodobie«stwo
kolizji w sieci WSN z losowymi parametrami charakteryzuj¡cymi sie¢ [P29]; przedsta-
wiony model jest modelem zbiorczej sieci z informacj¡ wysyªan¡ tylko w jedn¡ strone,
przy u»yciu tylko jednej cz¦stotliwo±ci radiowej, w efekcie czego uzyskujemy znaczn¡
oscz¦dno±c energii i du»e uproszczenie sprz¦towe; informacja jest wysyªana w losowych
momentach czasowych, co mo»e sutkowa¢ wyst¦powaniem kolizji, otrzymanie wzoru na
prawdopodobie«stwo kolizji umo»liwia analiz¦ poprawno±ci dziaªania sieci w zale»no±ci
od parametrów pracy sieci; przedstawiony w [P29] model sieci WSN z losowymi para-
metrami charakteryzuj¡cymi sie¢ umo»liwia lepsze dopasowanie modelu sieci z losowym
dost¦pem do konkretnych aplikacji.
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O autorze

Imi¦ i nazwisko: Teresa Rajba.

Data i miejsce urodzenia: 08.09.1952 r., Bielawa.

Stan cywilny: m¦»atka, sze±cioro dzieci.

Posiadane dyplomy i stopnie naukowe:

• 1981 � uzyskanie stopnia doktora nauk matematycznych,
Instytut Matematyczny, Uniwersytet Wrocªawski,
rozprawa doktorska: O póªgrupach rozkªadalno±ci miar probabilistycznych na prostej,
promotor: prof. dr hab. Kazimierz Urbanik,

• 1976 � uzyskanie stopnia magistra matematyki,
Instytut Matematyczny, Uniwersytet Wrocªawski,
praca magisterska: Póªgrupy rozkªadalno±ci miar probabilistycznych na prostej,
promotor: prof. dr hab. Kazimierz Urbanik,
moja praca magisterska zdobyªa I miejsce w Ogólnopolskim Konkursie Prac Magister-
skich z Rachunku Prawdopodobie«stwa organizowanym przez PTM.

Zatrudnienie:

• od pa¹dziernika 2001 r.: adiunkt w Katedrze Matematyki i Informatyki, Wydziaª Budowy
Maszyn i Informatyki, Akademia Techniczno-Humanistyczna w Bielsku-Biaªej,

• pa¹dziernik 1999 r. � wrzesie« 2001 r.: adiunkt w KMiI, WBMiI, �lia P� w Bielsku-
Biaªej,

• pa¹dziernik 1981 r. � wrzesie« 1999 r.: adiunkt w Zakªadzie Rachunku Prawdopodobie«-
stwa, Wydziaª Matematyki, Fizyki i Chemii, Uniwersytet Wrocªawski we Wrocªawiu,

• pa¹dziernik 1976 r. � wrzesie« 1981 r.: asystent w Zakªadzie Rachunku Prawdopodobie«-
stwa, Wydziaª Matematyki, Fizyki i Chemii, Uniwersytet Wrocªawski we Wrocªawiu,

• Promotorstwo kilkunastu prac magisterskich na Uniwersytecie Wrocªawskim.

Publikacje, wygªoszone referaty na konferencjach, inne wyst¡pienia, osi¡gni¦cia
dydaktyczne i w zakresie popularyzacji nauki, nagrody:

• Publikacje

Jestem autorem ª¡cznie 36 artykuªów naukowych. 10 prac (w tym 6 wchodz¡cych w
skªad osi¡gni¦cia naukowego) opublikowano w czasopismach znajduj¡cych si¦ w bazie
Journal Citation Reports, w tym: w Journal of Mathematical Analysis and Applica-
tions (5 prac), w Mathematical Inequalities and Applications (3 prace), Statistics and
Probability Letters (1 praca), w Przegl¡dzie Elektrotechnicznym (Electrical Review )
(1 praca). Sumaryczny impact factor wynosi 7,497. Suma punktów, liczonych wedªug
obowi¡zuj¡cej punktacji MNiSW, jest równa 443. 18 prac zostaªo napisanych wspólnie
z drugim autorem (wspóªautorzy: M. Karpi«ski - 1 praca, N. A. Kuzemko - 1 praca, B.
Micherda - 1 praca, M. Mahmud - 1 praca, K. Nikodem - 1 praca, S. Rajba - 13 prac, P.
Raif - 2 prace, J. Szczepanik - 1 praca, Sz. W¡sowicz - 4 prace).

Moje prace byªy cytowane ª¡cznie 84 razy (83 razy wedªug Google Scholar). In-
deks Hirscha h-indeks wynosi 5 oraz 10-indeks wynosi 3 (wedªug Google Scholar). Baza
MathSciNet odnotowuje 18 moich prac, 9 cytowa« (przez 7 autorów) moich prac opu-
blikowanych pod nazwiskiem T. Rajba, oraz 7 cytowa« (przez 6 autorów) moich prac
opublikowanych pod nazwiskiem T.Niedbalska i Niedbalska-Rajba. Baza Web of Science
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odnotowuje 14 moich cytowanych prac. Wedªug bazy Web of Science moje prace byªy
cytowane 23 razy (w tym 11 bez autocytowa«), a indeks Hirscha wynosi 1.

Indeks Hirscha wg. WoS wynosi 1, jakkolwiek s¡ dwie moje prace opublikowane
w czasopimach znajduj¡cych si¦ w bazie Journal Citation Reports, które s¡ cytowane
2 razy ka»da bez autocytowa« w czasopismach z bazy JCR. Praca [R5] opublikowana
w czasopi±mie znajduj¡cym si¦ w bazie JCR jest cytowana 2 razy bez autocytowa« w
czasopismach z bazy JCR: [89], [90]. Praca [P26] opublikowana w czasopi±mie znajdu-
j¡cym si¦ w bazie JCR jest cytowana 2 razy bez autocytowa« w czasopismach z bazy
JCR: [145], [146].

Najcz¦±ciej cytowana jest praca [P3] o póªgrupach rozkªadalno±ci na prostej rzeczy-
wistej : 13 razy (w tym 11 bez autocytowa«), 12 razy (w tym 9 bez autocytowa«) wg
Google Scholar, 7 razy wedªug MathSciNet (w tym 5 razy bez autocytowa«), 7 razy
wg Web of Science (w tym 5 razy bez autocytowa«). Ponadto, praca [P3] (opubliko-
wana w Colloquium Mathematicum, które obecnie jest na li±cie JCR) jest cytowana bez
autocytowa« w 5 pracach z listy JCR ([81], [31], [106], [107], [1]) oraz w monogra�i
[87].

Praca [P20] byªa cytowana 12 razy (w tym 4 razy bez autocytowa«) wg Google
Scholar oraz 1 raz wg Web of Science. Praca [P21] byªa cytowana 12 razy (w tym
10 bez autocytowa«), 11 razy (w tym 9 razy bez autocytowa«) wg Google Scholar, 3
razy wg MathSciNet oraz 3 razy (w tym 2 razy bez autocytowa«) wg Web of Science.
Praca [P24] byªa cytowana 6 razy (w tym 3 razy bez autocytowa«) wg Google Scholar
oraz 1 raz wg Web of Science. Praca [P26] byªa cytowana 5 razy (w tym 5 razy bez
autocytowa«), 3 razy (w tym 3 razy bez autocytowa«) wg Google Scholar, 1 raz (w tym
1 raz bez autocytowa«) wg MathSciNet oraz 2 razy (w tym 2 razy bez autocytowa«) wg
Web of Science. Praca [P1] byªa cytowana 4 razy (w tym 2 razy bez autocytowa«) wg
Google Scholar, 1 raz wg MathSciNet oraz 1 raz (w tym 1 raz bez autocytowa«) wg Web
of Science. Praca [R5] byªa cytowana 3 razy (w tym 3 razy bez autocytowa«) wg Google
Scholar oraz 1 raz (w tym 1 raz bez autocytowa«) wg Web of Science. Praca [R2] byªa
cytowana 5 razy (w tym 4 razy bez autocytowa« [194], [192], [151], [193]) wg Google
Scholar. Praca [P22] byªa cytowana 3 razy (w tym 3 razy bez autocytowa«) wg Google
Scholar. Praca [P23] byªa cytowana 3 razy (w tym 3 razy bez autocytowa«) wg Google
Scholar. Praca [R6] byªa cytowana 3 razy wg Google Scholar, 2 razy wg MathSciNet
oraz 1 raz wg Web of Science. Praca [R4] byªa cytowana 2 razy wg Google Scholar, 2
razy wg MathSciNet oraz 1 raz wg Web of Science.

• Konferencje

41 referatów wygªoszonych na konferencjach naukowych,
19 na krajowych i 22 na mi¦dzynarodowych konferencjach, w tym 4 referaty na konfe-
rencjach mi¦dzynarodowych zostaªy wygªoszone przez wspóªautorów.

• REFERATY NA KONFERENCJACH MI�DZYNARODOWYCH

(1) T. Rajba, On probabilistic characterizations of convexity and delta-convexity, Con-
ference on Inequalities and Applications '14, September 7�13, 2014, Hajdúszoboszló
(Hungary).

(2) T. Rajba, On strongly delta-convex functions of higher order, 52nd International
Symposium on Functional Equations : June 22�29, 2014 Austria, Innsbruck.

(3) T. Rajba, Probablistic methods for Hermite-Hadamard inequalities, 51 sth Interna-
tional Symposium on Functional Equations : June 16�23, 2013 Poland, Rzeszów.

(4) T. Rajba, A generalization of multiple Wright-convex functions via randomization,
The �fteenth International Conference on Functional equations and inequalities,
May 1�25 2013, Poland, Ustro«.

(5) T. Rajba, On (C, m)-semi-self-decomposable distributions on Euclidean spaces, 28th
International Seminar on Stability Problems of Stochastic Models, 3.05�05.06.2009,
Zakopane.
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(6) T. Rajba, On the fractional decomposability of in�nitely divisible probability me-
asures, 27th International Seminar on Stability Problems for Stochastic Models,
22�26.10.2007, Nahariya (Israel).

(7) T. Rajba, S. Rajba, M. Karpi«ski, Measurement and information system used the
mobile phone GSM and Bluetooth, 15th International Seminar of Metrologists Me-
thods and Technics of Signal Conversion at Physical Measurements, 24�26.09.2007,
Lviv (Ukraine).

(8) T. Rajba, On certain limit distributions of selfdecomposable distributions, 26th Se-
minar on Stability Problems for Stochastic Models, 27.08�2.09.2006, Sovata-Bai
(Romania).

(9) T. Rajba, On limit distributions of some normed sums, 25th International Seminar
on Stability Problems for Stochastic Models, 20�24.09.2005, Maiori, Salerno (Italy).

(10) T. Rajba, On superinvariant measures on the real line, 24th Seminar on Stability
Problems for Stochastic Models, 10�17.05.2004, Jurmala (Latvia).

(11) T. Rajba, A generalization of operator-selfdecomposable distributions on Euclidean
spaces, 23th Seminar on Stability Problems for Stochastic Models, 12�17.05.2003,
Pamplona (Spain).

(12) T. Rajba, S. Rajba, Estimations of measuring signal transmission quality, 8th In-
ternational Conference, 17-19.09.2003, Lviv (Ukraine).

(13) T. Rajba, Multiply c-decomposable in�nitely divisible measures on the real line and
their characteristic functions, 8th International Vilnius Conference on Probability
Theory and Mathematical Statistics, 23-29.06.2002, Vilnius (Lithuania).

(14) T. Rajba, A generalization of multiply monotone functions on the real line, 22th
International Seminar on stability Problems for Stochastic Models, Seminar on Sta-
tistical data Analysis, (SDA '2002), 25�31.05.2002, Varna (Bulgaria).

(15) T. Rajba, Classes of multiple decomposable laws, Eger (Hungary), 21sth Seminar
on Stability Problems of Stochastic Models, 28.01� 3.02.2001, Eger (Hungary).

(16) T. Rajba, S. Rajba , The performance of a digital FSK system with actual discri-
minator; time distortions e�ects, 8th International Conference on Remote Data
Transmission, 1987, Praha, Karlovy Vary (Czech Republic).

(17) T. Rajba, On decomposability semigroups for certain probability measures, 2th In-
ternational Conference on Probability Theory on Vector Spaces, Bªa»ejewko, 1979
(Poland).

(18) T. Rajba, An example of the decomposability semigroup, 1sth International Confe-
rence on Probability Theory on Vector Spaces, Trzebieszowice, 1977 (Poland).

REFERATY NA KONFERENCJACH MI�DZYNARODOWYCH
WYG�OSZONE PRZEZ WSPÓ�AUTORÓW

(19) S. Rajba, T. Rajba, P. Raif and M. Mahmud, Wireless Sensor Networks in Appli-
cation to Patients Health Monitoring , IEEE Symposium Series on Computational
Intelligence 2013, April 15�19, 2013, Singapore, (praca zostaªa przyj¦ta do pre-
zentacji na IEEE Symposium Series on Computational Intelligence 2013, referat
wygªoszony przez wspóªautora P. Raifa).

(20) T. Rajba, K. Nikodem and Sz, W¡sowicz, On strongly Schur-convex functions, 49th
International Symposium on Functional Equations, Graz-Mariatrost (Austria), June
19�26, 2011 (referat wygªoszony przez Sz, W¡sowicza).

(21) B. Micherda, T. Rajba, On some inequalities of Hermite-Hadamard-Fejér type for
(k,h)-convex functions, 14th International Conference on Functional Equations and
Inequalities, B¦dlewo, 11�17.IX.2011 (referat wygªoszony przez B. Micherda).

(22) T. Rajba, Sz. W¡sowicz, Probabilistic characterization of strong convexity, 48th
International Symposium on Functional Equations, Batz-sur-Mer, France, June 13�
18, 2010 (referat wygªoszony przez Sz. W¡sowicza).

• REFERATY NA KONFERENCJACH KRAJOWYCH

(1) T. Rajba, Probablistyczna charakteryzacja funkcji delta-wypukªej, XIII Konferencja
z probabilistyki, B¦dlewo, 18�23.05. 2014.
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(2) T. Rajba, O zastosowaniu reprezentacji caªkowej funkcji wypukªej n-tego rz¦du,
Czterdziesta druga ogólnopolska konferencja zastosowa« matematyki, Zakopane-
Ko±cielisko, 27.08�3.09.2013.

(3) T. Rajba, O zastosowaniu metod probabilistycznych do badania nierówno±ci mi¦dzy
kwadraturami, Czterdziesta pierwsza ogólnopolska konferencja zastosowa« matema-
tyki: Zakopane-Ko±cielisko, 4�11.IX.2012.

(4) T. Rajba, O zastosowaniu wypukªych porz¡dków stochastycznych do nierówno±ci
typu Hermite'a-Hadamarda-Fejéra, XII Konferencja z probabilistyki, B¦dlewo, 24�
28.V.2012 .

(5) T. Rajba, O zastosowaniach twierdzenia Choqueta do badania losowo nadniezmien-
niczych miar, Czterdziesta ogólnopolska konferencja zastosowa« matematyki: Zako-
pane-Ko±cielisko, 30.VIII�6.IX.2011.

(6) T. Rajba, Funkcje ±ci±le wypukªe i ich interpretacje probabilistyczne, XI Konferencja
z probabilistyki, B¦dlewo, 24�28.V.2010.

(7) T. Rajba, O uªamkowych póªgrupach rozkªadalno±ci, X Konferencja z probabilistyki,
B¦dlewo, 19�23.V.2008.

(8) T. Rajba, P. Rajba, O oszacowaniu prawdopodobie«stwa ±redniej liczby sukcesów,
Trzydziesta siódma ogólnopolska konferencja zastosowa« matematyki: Zakopane-
Ko±cielisko, 8�16.IX.2008.

(9) T. Rajba, S. Rajba, Praktyczne aspekty analizy pomiarów wªasno±ci czasowych
w systemach transmisji synchronicznej, Trzydziesta siódma ogólnopolska konferen-
cja zastosowa« matematyki: Zakopane-Ko±cielisko, 8�16.IX.2008.

(10) T. Rajba, On certain classes of limit distributions of m-times selfdecomposable di-
stributions, IX Konferencja z probabilistyki po±wi¦cona pami¦ci prof. Kazimierza
Urbaniaka, B¦dlewo, 22�26 maja 2006.

(11) T. Rajba, , O miarach nadniezmienniczych na prostej, VIII Konferencja z probabi-
listyki, B¦dlewo, 17�21.05.2004.

(12) T. Rajba, Multiply c-decomposable in�nitely divisible measures on the real line and
their characteristic functions, VII Konferencja z probabilistyki, B¦dlewo,
19�24.05.2002.

(13) T. Rajba, Zastosowania twierdzenia Choqueta, Trzydziesta Ogólnopolska Konferen-
cja Zastosowa« Matematyki, Zakopane-Ko±cielisko, 18�25.09.2001.

(14) T. Rajba, S. Rajba , Wska¹niki jako±ci transmisji cyfrowej w optoliniach, Trzydzie-
sta Ogólnopolska Konferencja Zastosowa« Matematyki, 18�25.09.2001, Zakopane-
Ko±cielisko.

(15) T. Rajba, O rozkªadalno±ci miar, V Krajowe SeminariumWypukªe Funkcje Wielowar-
to±ciowe, Bystra, 17�20.X.2001.

(16) T. Rajba, S. Rajba, Jako±¢ transmisji danych w systemach cyfrowych, Dwudziesta
Dziewi¡ta Ogólnopolska Konferencja Zastosowa« Matematyki, Zakopane-Ko±cielisko,
19�26.IX.2000.

(17) T. Rajba, On multiply decomposability semigroups of the probability measures on
the real line, VI Konferencja z probabilistyki, Poraj, 05�09.06.2000.

(18) T. Rajba, Klasy L(m,Rd, C) miar probabilistycznych na przestrzeniach euklideso-
wych, IV Konferencja z probabilistyki, Jachranka, 16�21.05.1994.

(19) T. Rajba, S. Rajba, The performance of a Digital FSK system with actual discri-
minator: time distortions e�ects, Pi¦tnasta Ogólnopolska Konferencja Zastosowa«
Matematyki, 22.09�01.10.1986, Tresna.

• INNE WYST�PIENIA. ODCZYTY POPULARYZATORSKIE

(1) Wygªoszenie kilkudziesi¦ciu referatów o wynikach wªasnych bada« na Seminarium
Probabilistycznym, na Uniwersytecie Wrocªawskim w latach 1976 - 1999 oraz na Se-
minarium Katedralnym, Katedry Matematyki i Informatyki w Akademii Techniczno
- Humanistycznej, od 2001.
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(2) 6 referatów na Seminarium z równa« i nierówno±ci funkcyjnych o wielu zmiennych,
na Uniwersytecie �l¡skim:
O funkcjach delta-wypukªych n-tego rz¦du, I, 10.12.2012.
O funkcjach delta-wypukªych n-tego rz¦du, II, 26.11.2012r.
Interpretacja probabilistyczna nierówno±ci Hermite'a- Hadamarda, 16.04.2012.
O funkcjach wypukªych n-tego rz¦du, 15.03.2012.
O funkcjach silnie delta-wypukªych, 03.03.2014.
O funkcjach silnie delta-wypukªych II, 10.03.2014.

(3) 2 referaty na Seminarium z równa« funkcyjnych, na Uniwersytecie �l¡skim:
Porównanie klas funkcji wypukªych wy»szych rz¦dów w sensie Wrighta i Jensena,

II, 21.02.2012.
Reprezentacje caªkowe funkcji delta-wypukªych wy»szych rz¦dów, 17.05.2012.

(4) Referat pt. O randomizacji funkcji wielokrotnie wypukªych w sensie Wrighta, na
Seminarium Katedralnym Katedry Matematyki Wydziaªu Elektrotechniki i Infor-
matyki Politechniki Lubelskiej, 13.10.2011.

(5) Referat pt. O samorozkªadalno±ci miar probabilistycznych na Seminarium Probabi-
listycznym, na Wydziale Matematyki i Nauk Informacyjnych Politechniki Warszaw-
skiej, 28.05.2003.

(6) Odczyt pt. Rozkªadalno±¢ miar probabilistycznych, 10.10.2002.
na zaproszenie Górno±l¡skiego Oddziaªu Polskiego Towarzystwa Matematycznego
w Katowicach, na Uniwersytecie �l¡skim,

(7) Odczyty popularyzatorskie wygªaszane w ramach Beskidzkiego Festiwalu Nauki
i Sztuki:
O paradoksach w rachunku prawdopodobie«stwa, 2002.
O prze±ladowaniu przez pech, 2004.
Czy warto rzuca¢ monet¡, 2008.

• Osi¡gni¦cia dydaktyczne

Promotorstwo kilkunastu prac magisterskich na Uniwersytecie Wrocªawskim w latach
1981 - 1999.

• Nagrody

(1) Nagroda Rektora ATH za osi¡gni¦cia naukowe, 2001.
(2) Dwie Nagrody Prorektora Politechniki �ódzkiej za osi¡gni¦cia naukowe, 1999, 2000,
(3) Trzy Nagrody Rektora Uniwersytetu Wrocªawskiego, za osi¡gni¦cia naukowe, 1978,

1979, 1982.
(4) Nagroda PAN za prace Z ZAKRESU TEORII PRAWDOPODOBIE�STWA, 1981.
(5) Nagroda I STOPNIA, w KONKURSIE POLSKIEGO TOWARZYSTWA MATE-

MATYCZNEGO na najlepsz¡ prace studenck¡ z teorii prawdopodobie«stwa i za-
stosowa« matematyki, za prac¦ magistersk¡ Póªgrupy rozkªadalno±ci miar probabi-
listycznych na prostej rzeczywistej, 1976.

• Recenzowanie publikacji w czasopismach mi¦dzynarodowych i krajowych

Applicationes Mathematicae, 1981 � 1990, kilka zrecenzowanych manuskryptów publika-
cji,
Aequationes Mathematicae (czasopismo z bazy JCR), 2012 � 2014, trzy recenzje manu-
skryptów publikacji,
Carpathian Journal of Mathematics (czasopismo z bazy JCR), � 2014, jedna recenzja
manuskryptu publikacji,
Journal of Mathematical Inequalities (czasopismo z bazy JCR), � 2014, jedna recenzja
manuskryptu publikacji.
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