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Za najciekawsza nalezy uznaé¢ prace 4. Dotyczy ona charakteryzacji pewnej
klasy miar (nieujemnych, nieograniczonych) na prostej. Gléwny wynik (Twierdze-
nie 4.3) formalnie dotyczy réwnan catkowych. Sadze jednak, ze jego tre$é¢ na-
jprosciej wyrazi¢ w jezyku splotéw. Mamy zadany pewien rozkitad py (zmien-
nej losowej #). Szukamy klasy M (6) wszystkich miar u speliajacych warunek
> pxpg. Okazuje sie, ze sa to miary postaci p = y*(14+p+0+po*pg...), gdzie
v jest pewna miara (nieujemna). Ponadto zawsze wtedy v = p * (1 — pg). Wynik
jest sugerowany suma ciagu geometrycznego. Niezbedne przejécie graniczne jest
jednak delikatne, uzycie twierdzenia Choqueta nieoczywiste, cho¢ pewne wzorce sa
juz w monografii R.P. Phelps, Lectures on Choquet’s Theorem, New York, 1966.
Twierdzenie 4.4 w istocie zawiera dwa proste, eleganckie przyklady omoéwione;j
reprezentacji (dowdd stusznie pozostawiony jest czytelnikowi).

Dobry poziom reprezentuje tez praca 2. Niech f bedzie funkcja rzeczywista



zmiennej rzeczywistej. Przy ustalonym h > 0, przyrostem Apf nazwe funkcje
f(x + h) — f(x). Przy ustalonych hq,...,hpy1 > 0 przyjmuje Ap, ... hpp1 f =
Anyony (An, o ). Wéwezas n-Wright wypuklosé funkeji f oznacza, ze funkcja
Ap, .. n, [ jest rosnaca dla wszystkich mozliwych hq,...,h, > 0. Natomiast n-
Jensen wypyklos¢ f oznacza, ze Ay, n, [ jest rosnaca dla wszystkich h; = --- =
h, > 0. Gléwny wynik pracy (Twierdzenie 2.3) podaje przykltad funkcji f,
ktéra jest m-Jensen wypukta i nie jest n-Wright wypukla dla dowolnie ustalonej
nieparzystej liczby n > 1. Funkcja f jest okreslona jako n-ta potega dodatniej
czesci funkeji a : R — R, ktéra jest addytywna i spelmia a(hy) = —1, a(hg) =

- = a(hpy1) = 1 dla niezaleznego nad Q ukladu hq,..., hy41 liczb rzeczy-
wistych. Gléwna trudnosé polega na pokazaniu, ze dla wspomnianych przyrostow
hi,..., hpy1 warto$¢ (Ap, .. n,., f)(0) jest ujemna (réwne —1). Rozwazania w kra-
cie generowanej przez hi,...,h,4+1 sa zlozone, zasadniczy pomyst byl nietatwy.
Uzycie przesuwanych miar daje elegancka redakcje. Dla n parzystych problem

pozostaje otwarty i ciekawy.

Praca 1. zawiera stosonkowo proste rozwazania, ale konsekwentnie przeprowad-
zone dla uzyskania zamierzonego celu. Funkcja f : (a,b) — R jest nazwana
n-wypukla, jezeli pochodna f(™~1) istnieje i jest wypukla na przedziale (a,b).
Podstawowa ”cegietka” w klasie takich funkcji jest cze$é¢ nieujemna n-tej potegi
przyrostu x — (v —t)} = max((z — t)",0). Rozklady takich funkcji na catki
ze wspomnianych ”cegietek” (z oczywista poprawka bedaca wielomianem stopnia
co najwyzej n — 1) byly rozwazane wielokrotnie. Autorka konczy badania innych
autoréw, usuwajac zbedne zalozenia (Twierdzenia 2.1, 2.6, 2.7 i podsumowujace
Twierdzenie 2.9). Podobnie Autorka koniczy problem reprezentowania funkcji n-
monotonicznych w Twierdzeniu 3.1. Sekcja 4. zawiera wyczerpujace badanie w
klasie funkcji n-wypuklych, uporzadkowania zadanego zadaniem, by réznica byta
n-wypukla. Opisane sa zwiazki z naturalnymi miarami opisujacymi stopien n-
wypuklosci. Sekcja 5. zawiera naturalne spostrzezenia dotyczace mozliwosci in-
terpolowania funkcjami n-wypuklymi. Opisana jest mozliwa zgodnos$é¢ wartosci

funkcji i pochodnych w ustalonych punktach przy takiej interpolacji.

W pracy 3. scharakteryzowane sa funkcje losowo n-Wright wypukte. Niech
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Apf bedzie jak poprzednio przyrostem f(x + h) — f(x) funkcji f : R — R
i niech (®f)(z) = [(Anf)(z)pe(dh) dla ustalonego rozktadu py na RT. Losowa
n-Wright wypukto$¢ oznacza, ze " f jest funkcja rosnaca (lub jest w innej waznej
klasie). Zasadnicze reprezentacje podaja Twierdzenia 2.6 i 2.8. Sekcje 4., 5., 6., 7.
zawieraja omowienie szczegolnych przypadkow, dla szczegdlnych klas rozktadow
po. Dla wykladniczego rozkladu py wynik jest szczegdlnie prosty i ciekawy. Cala
praca wymagala duzego wysitku i doswiadczenia.

Praca 5. podaje uogélnienia wcze$niejszych uogoélnien nastepujacej podsta-
wowej nieréwnosci catkowej, dla wypuklej funkcji f oraz dla nieujemnej, symetrycznej
aT—i—b

wzgledem funkcji g:

f(a+b)/ dx</ f(x dx<M/abg(m)dx,

2

Dowody sa poprawne, ale praca nie jest udana. Podazanie droga uogélnien daje
niepotrzebne komplikacje w sformutowaniu gléwnych wynikéow. W Twierdzeniu
3.1 niepotrzebne jest wiazanie liczby f(k(3)(a + b)) w formule (10) z funkcja f.
Istotne sa zalozenia o funkcji f jedynie na przedziale [a,b]. W Twierdzeniu 3.5
sytuacja jest bardziej skomplikowana. Lecz rowniez nalezy wydzieli¢ zatozenia
o funkcji f na przedziale [a,b], uzywajac (niezaleznych w gruncie rzeczy od f)

ukladéw wspétezynnikéw indeksowanych przez t € [0, 1].

Przejde do omowienia niektérych prac z pozostatego dorobku. Praca

6. T. Rajba, Nested classes of c-semi-self decomposable distributions, Statistics
and Probabality Letters, 79 (2009), 24469-2475,

kontynuuje dtuga tradycje badania klas rozkltadéw nieskoriczenie podzielnych Lévy’ego
na R%. Chodzi o powiazanie z miara u (wzigta z tej klasy) zbioru wspélezynnikéw
skalujacych ¢ > 0, dla ktérych fi(z) = fi(cz)fie(2), z € R% Symbol i oznacza
tu funkcje charakterystyczna miary p. Zasadnicza role odgrywa naturalny Lemat
2.5, wiazacy zbiér wspdlczynnikéw skalujacych p ze zbiorem wspédiczynnikéw tzw.
niezmienniczosci dla miary spektralnej Lévy’ego v. Zasadnicze twierdzenie 3.5
rozstrzyga pewien, raczej specjalny problem K. Urbanika.

Praca



7. T. Rajba, On the Ohlin lemma for Hermite-Hadamard-Fejér type inequalities,
Mathematical Inequalities and Applications,

zawiera bardzo specjalistyczne nieréwnosci dla catek dotyczacych funkcji wypuktych:
Twierdzenia 2.1, 4.2, 4.3. Chodzi o wykorzystanie wiedzy o wartosciach funkcji
wypuktej f w punktach o odpowiednich wtasnosciach dla szacowania iloczynow
f; f(z)w(z)dzr w przestrzeni Ly, oraz $rednich - ff f(z)dz. Praca wpisuje sig
raczej w tradycje metod numerycznych.

Szczegbdlng uwage zwracaja prace przestane w 2012 i 2013 roku:

8. T. Rajba, On the integral representation, strong delta-convexity and Hermite-
Hadamard-Fejér type inequalities for delta-convex functions of higher order, Bielsko-
Biata Preprint ATH.

9. T. Rajba, On some relative convexities, preprint.

Praca 8. rozszerza wczesniejsze twierdzenia o reprezentowaniu funkcji n-wypuktych
na prostej, gdy wypuklos¢ jest okreslona w jezyku pochodnych. Usuniecie zatozen
wiaze sie z wykorzystaniem dystrybucji w tezie. Praca jest obszerna, uzyty jest
dobrze aparat funkcji uogélnionych.

Praca 9. rozwija ciekawe spostrzezenie J.A. Palmera (2002; 2003) dotyczace
uporzadkowania w jezyku zlozen z funkcja wypukta. Opisane sa uogdlnienia, gdy
zamiast pochodnej uzywa sie pochodna prawo- lub lewostronna, lub pochodna
dystrybucyjna. Osiagnieciem Autorki jest juz wynalezienie tego ciekawego wyniku
Palmera w raczej lokalnym czasopis$mie.

Za drobniejsze nalezy uznac¢ prace:

10. T. Rajba, S. Wasowicz, Probabilistic characterization of strong convexity,
Opuscula Mathematica 31 (2011), 97-103.

11. K. Nikodem, T. Rajba, S. Wasowicz, Functions generating strongly Schur-
convex sums, w tomie: International Series of Numerical Mathematics 161 (2012),
175-182.

12. T. Rajba i inni,Wireless sensor network in application to patients health
monitoring, preprint.

13. S. Rajba, T. Rajba, The probability of collisions in wireless sensor network

with random sending, Przeglad Elektrotechniczny 88 (2012), 243-246.
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Praca 10. dotyczy funkcji c-silnie wypuktych ¢ na podzbiorach dowolnej przestrzeni
liniowej unormowanej. c-Silna — oznacza, ze réznica t¢(a) + (1 — t)p(b) — ¢(ta +
(1—1)b) jest wicksza od ct(1—t)|la—b]|, t € [0,1]. Przedstawiona charakteryzacja
probabilistyczna jest dos¢ oczywista, uzyteczna elementarna analiza jest zrobiona
dla funkcji f: R — R.

Praca 11. dotyczy funkcji F' od n zmiennych, wypuklej w tzw. sensie Schura
lub silnie wypuklej (ze stala c). Rozwazana jest sytuacja, gdy funkcja ta jest suma
funkcji od poszczegélnych zmiennych, dokladniej F(z1,...,2,) = f(z1) + - +
f(z). Znalezienie wlasnodci funkeji f bylo zadaniem stosunkowo standardowym.

Prace 12. i 13. to uzyteczne zastosowania prawdopodobienstwa. Jednak
sprowadzaja si¢ do zadan dotycacych przedzialéw o okreslonej (malej) diugosci

1 o poissonowsko roztozonych poczatkach.

Reasumujac dorobek Pani dr Teresy Rajby jest dosé bogaty, o zréznicowanym
poziomie. Dr Rajba jest bardzo aktywnym uczestnikiem konferencji, lecz poziom
tego udzialu byt tez zréznicowany. Wsréd prac przedstawionych jako zasadnicze
osiggnigcie do oceny dwie sg bardzo dobre, wymagajace inwencji dobrego matem-
atyka (2. i4.), dwie wymagaly duzego, czasochlonnego wysitku (1. i 3.). Praca
0. wymagataby zreczniejszego napisania. Zwraca uwage przede wszystkim wzrost
aktywnosci Autorki, owocujacy pracami wydanymi w 2012 r. oraz wystanymi w
20121 2013 r.

Uwzgledniajac ustawowe i zwyczajowe wymagania znacznego wkladu w rozwi-
jang dziedzing, muszg¢ oceni¢ (w oparciu o caly przedstawiony material) wniosek

dotyczacy habilitacji jako nieco przedwczesny.
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