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Recenzja w przewodzie habilitacyjnym Pani dr Teresy Rajby

Przedstawiony do oceny cykl publikacji to:

1. T. Rajba, New integral representations of order convex functions, J. Math.

Anal. ppl. 379 (2011), 736-746.

2. K. Nikodem, T. Rajba, S. Wa̧sowicz, On the classes of higher-order Jensen-

convex functions and Wright-convex functions, J. Math. Anal. Appl. 396 (2012),

261-269.

3. T. Rajba, A generalization of multiple Wright-convex functions via randomiza-

tion, J. Math. Anal. Appl. 388 (2012), 548-565.

4. T. Rajba, An application of the Choquet theorem to the study of randomly –

superinvariant measures, Opuscula Mathematica 32 (2012), 317-326.

5. B. Micherda, T. Rajba, On some Hermite-Hadamard-Fejér inequalities for

(k, h)-convex functions, Mathematical Inequalities and Applications 15 (2012/2013),

931-940.

Za najciekawsza̧ należy uznać pracȩ 4. Dotyczy ona charakteryzacji pewnej

klasy miar (nieujemnych, nieograniczonych) na prostej. G lówny wynik (Twierdze-

nie 4.3) formalnie dotyczy równań ca lkowych. Sa̧dzȩ jednak, że jego treść na-

jprościej wyrazić w jȩzyku splotów. Mamy zadany pewien rozk lad pθ (zmien-

nej losowej θ). Szukamy klasy M(θ) wszystkich miar µ spe lniaja̧cych warunek

µ ≥ µ∗pθ. Okazuje siȩ, że sa̧ to miary postaci µ = γ ∗(1+p+θ+pθ ∗pθ . . . ), gdzie

γ jest pewna̧ miara̧ (nieujemna̧). Ponadto zawsze wtedy γ = µ ∗ (1− pθ). Wynik

jest sugerowany suma̧ cia̧gu geometrycznego. Niezbȩdne przej́scie graniczne jest

jednak delikatne, użycie twierdzenia Choqueta nieoczywiste, choć pewne wzorce sa̧

już w monografii R.P. Phelps, Lectures on Choquet’s Theorem, New York, 1966.

Twierdzenie 4.4 w istocie zawiera dwa proste, eleganckie przyk lady omówionej

reprezentacji (dowód s lusznie pozostawiony jest czytelnikowi).

Dobry poziom reprezentuje też praca 2. Niech f bȩdzie funkcja̧ rzeczywista̧
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zmiennej rzeczywistej. Przy ustalonym h > 0, przyrostem ∆hf nazwȩ funkcjȩ

f(x + h) − f(x). Przy ustalonych h1, . . . , hn+1 > 0 przyjmujȩ ∆h1
. . . hn+1f =

∆h1...hn
(∆hn+1

f). Wówczas n-Wright wypuk lość funkcji f oznacza, że funkcja

∆h1...hn
f jest rosna̧ca dla wszystkich możliwych h1, . . . , hn > 0. Natomiast n-

Jensen wypyk lość f oznacza, że ∆h1...hn
f jest rosna̧ca dla wszystkich h1 = · · · =

hn > 0. G lówny wynik pracy (Twierdzenie 2.3) podaje przyk lad funkcji f ,

która jest n-Jensen wypuk la i nie jest n-Wright wypuk la dla dowolnie ustalonej

nieparzystej liczby n ≥ 1. Funkcja f jest określona jako n-ta potȩga dodatniej

czȩści funkcji a : R → R, która jest addytywna i spe lnia a(h1) = −1, a(h2) =

· · · = a(hn+1) = 1 dla niezależnego nad Q uk ladu h1, . . . , hn+1 liczb rzeczy-

wistych. G lówna trudność polega na pokazaniu, że dla wspomnianych przyrostów

h1, . . . , hn+1 wartość (∆h1...hn+1
f)(0) jest ujemna (równe −1). Rozważania w kra-

cie generowanej przez h1, . . . , hn+1 sa̧ z lożone, zasadniczy pomys l by l nie latwy.

Użycie przesuwanych miar daje elegancka̧ redakcjȩ. Dla n parzystych problem

pozostaje otwarty i ciekawy.

Praca 1. zawiera stosonkowo proste rozważania, ale konsekwentnie przeprowad-

zone dla uzyskania zamierzonego celu. Funkcja f : (a, b) → R jest nazwana

n-wypuk la̧, jeżeli pochodna f (n−1) istnieje i jest wypuk la na przedziale (a, b).

Podstawowa̧ ”cegie lka̧” w klasie takich funkcji jest czȩść nieujemna n-tej potȩgi

przyrostu x 7→ (x − t)n
+ = max((x − t)n, 0). Rozk lady takich funkcji na ca lki

ze wspomnianych ”cegie lek” (z oczywista̧ poprawka̧ bȩda̧ca̧ wielomianem stopnia

co najwyżej n − 1) by ly rozważane wielokrotnie. Autorka kończy badania innych

autorów, usuwaja̧c zbȩdne za lożenia (Twierdzenia 2.1, 2.6, 2.7 i podsumowuja̧ce

Twierdzenie 2.9). Podobnie Autorka kończy problem reprezentowania funkcji n-

monotonicznych w Twierdzeniu 3.1. Sekcja 4. zawiera wyczerpuja̧ce badanie w

klasie funkcji n-wypuk lych, uporza̧dkowania zadanego ża̧daniem, by różnica by la

n-wypuk la. Opisane sa̧ zwia̧zki z naturalnymi miarami opisuja̧cymi stopień n-

wypuk lości. Sekcja 5. zawiera naturalne spostrzeżenia dotycza̧ce możliwości in-

terpolowania funkcjami n-wypuk lymi. Opisana jest możliwa zgodność wartości

funkcji i pochodnych w ustalonych punktach przy takiej interpolacji.

W pracy 3. scharakteryzowane sa̧ funkcje losowo n-Wright wypuk le. Niech
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∆hf bȩdzie jak poprzednio przyrostem f(x + h) − f(x) funkcji f : R → R

i niech (Φf)(x) =
∫

(∆hf)(x)pθ(dh) dla ustalonego rozk ladu pθ na R+. Losowa

n-Wright wypuk lość oznacza, że Φnf jest funkcja̧ rosna̧ca̧ (lub jest w innej ważnej

klasie). Zasadnicze reprezentacje podaja̧ Twierdzenia 2.6 i 2.8. Sekcje 4., 5., 6., 7.

zawieraja̧ omówienie szczególnych przypadków, dla szczególnych klas rozk ladów

pθ. Dla wyk ladniczego rozk ladu pθ wynik jest szczególnie prosty i ciekawy. Ca la

praca wymaga la dużego wysi lku i doświadczenia.

Praca 5. podaje uogólnienia wcześniejszych uogólnień nastȩpuja̧cej podsta-

wowej nierówności ca lkowej, dla wypuk lej funkcji f oraz dla nieujemnej, symetrycznej

wzglȩdem a+b

2 funkcji g:

f(
a + b

2
)

∫ b

a

g(x)dx ≤

∫ b

a

f(x)g(x)dx ≤
f(a) + f(b)

2

∫ b

a

g(x)dx.

Dowody sa̧ poprawne, ale praca nie jest udana. Poda̧żanie droga̧ uogólnień daje

niepotrzebne komplikacje w sformu lowaniu g lównych wyników. W Twierdzeniu

3.1 niepotrzebne jest wia̧zanie liczby f(k( 1
2 )(a + b)) w formule (10) z funkcja̧ f .

Istotne sa̧ za lożenia o funkcji f jedynie na przedziale [a, b]. W Twierdzeniu 3.5

sytuacja jest bardziej skomplikowana. Lecz również należy wydzielić za lożenia

o funkcji f na przedziale [a, b], używaja̧c (niezależnych w gruncie rzeczy od f)

uk ladów wspó lczynników indeksowanych przez t ∈ [0, 1].

Przejdȩ do omówienia niektórych prac z pozosta lego dorobku. Praca

6. T. Rajba, Nested classes of c-semi-self decomposable distributions, Statistics

and Probabality Letters, 79 (2009), 24469-2475,

kontynuuje d luga̧ tradycjȩ badania klas rozk ladów nieskończenie podzielnych Lévy’ego

na Rd. Chodzi o powia̧zanie z miara̧ µ (wziȩta̧ z tej klasy) zbioru wspó lczynników

skaluja̧cych c > 0, dla których µ̂(z) = µ̂(cz)µ̂c(z), z ∈ Rd. Symbol µ̂ oznacza

tu funkcjȩ charakterystyczna̧ miary µ. Zasadnicza̧ rolȩ odgrywa naturalny Lemat

2.5, wia̧ża̧cy zbiór wspó lczynników skaluja̧cych µ ze zbiorem wspó lczynników tzw.

niezmienniczości dla miary spektralnej Lévy’ego ν. Zasadnicze twierdzenie 3.5

rozstrzyga pewien, raczej specjalny problem K. Urbanika.

Praca
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7. T. Rajba, On the Ohlin lemma for Hermite-Hadamard-Fejér type inequalities,

Mathematical Inequalities and Applications,

zawiera bardzo specjalistyczne nierówności dla ca lek dotycza̧cych funkcji wypuk lych:

Twierdzenia 2.1, 4.2, 4.3. Chodzi o wykorzystanie wiedzy o wartościach funkcji

wypuk lej f w punktach o odpowiednich w lasnościach dla szacowania iloczynów∫
b

a
f(x)w(x)dx w przestrzeni L2, oraz średnich 1

b−a

∫
b

a
f(x)dx. Praca wpisuje siȩ

raczej w tradycjȩ metod numerycznych.

Szczególna̧ uwagȩ zwracaja̧ prace przes lane w 2012 i 2013 roku:

8. T. Rajba, On the integral representation, strong delta-convexity and Hermite-

Hadamard-Fejér type inequalities for delta-convex functions of higher order, Bielsko-

Bia la Preprint ATH.

9. T. Rajba, On some relative convexities, preprint.

Praca 8. rozszerza wcześniejsze twierdzenia o reprezentowaniu funkcji n-wypuk lych

na prostej, gdy wypuk lość jest określona w jȩzyku pochodnych. Usuniȩcie za lożeń

wia̧że siȩ z wykorzystaniem dystrybucji w tezie. Praca jest obszerna, użyty jest

dobrze aparat funkcji uogólnionych.

Praca 9. rozwija ciekawe spostrzeżenie J.A. Palmera (2002; 2003) dotycza̧ce

uporza̧dkowania w jȩzyku z lożeń z funkcja̧ wypuk la̧. Opisane sa̧ uogólnienia, gdy

zamiast pochodnej używa siȩ pochodna̧ prawo- lub lewostronna̧, lub pochodna̧

dystrybucyjna̧. Osia̧gniȩciem Autorki jest już wynalezienie tego ciekawego wyniku

Palmera w raczej lokalnym czasopísmie.
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