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Uwagi wstepne

Rozprawa habilitacyjna dr Teresy Rajby sklada sie z pieciu publikacji poswieconych analizie r6znych
uogdlnieni pojecia wypuktosci. Cztery z tych prac opublikowano w czasopismach z tzw. listy JCR. Po-
zostaly dorobek sklada sie z dwudziestu pieciu publikacji: dalszych trzech (w tym dwoch wspotautors-
kich) na temat wypuktosci, jedenastu samodzielnych publikacji pos§wieconych miarom probabilistycznym
oraz jedenastu (w tym dziesieciu wspotautorskich) dotyczacych zastosowann matematyki. Jedynie dwie
z tych dwudziestu czterech prac pochodza z czasopism z listy JCR.

Autoreferat jest opracowany wyczerpujaco. Pozostatla dokumentacja jest réwniez przygotowana dosé
solidnie, choé¢ z opublikowanych prac wchodzacych w sktad dorobku naukowego (poza rozprawa habili-
tacyjna) w dokumentacji zamieszczono jedynie pie¢ pozycji (dwie dotycza zagadnieri wypuklosei, jedna
rachunku prawdopodobienistwa i dwie zastosowari). Dodatkowe trzy prace maja charakter manuskryptow
ztozonych do druku i jako takie nie podlegaja ocenie. Pewien klopot sprawia tez niezgodnosé numeracji
prac wchodzacych w sktad rozprawy stosowanej w autoreferacie z numeracja tych prac w zataczniku
siodmym, ktory ma tytul "Cykl publikacji". Ponizej odwotuje sie do tej drugiej numeracji.

Omoéwienie prac wchodzacych w sklad rozprawy habilitacyjnej

W pracy [1] analizowano funkcje n-wypukte, n-monotoniczne i n-wypukle w sensie Wrighta oraz
zwiazki miedzy nimi. W szczeg6lnosci, Autorka zajmowala sie pewnymi uogélnieniami znanych przed-
stawieri catkowych funkcji n-wypuklych i n-monotonicznych oraz reprezentacja funkcji n-wypuktych
w sesnie Wrighta za pomocg funkcji n-monotonicznych. W pracy wprowadzona zostala rowniez nowa
relacja wzglednej n-wypuklosci oraz badany byt porzadek definiowany przez te relacje. Niestety, wérod
wielu dowodzonych faktéw dotyczacych wspomnianych pojeé, trudno jest znalezé twierdzenie naprawde
ciekawe. Do$¢ powiedzieé, ze na dwunastu stronach (wliczajac strone tytutows i referencje) zmiescito sie
dziewietnascie twierdzen, sze$¢ stwierdzen, osiem uwag, dwa wnioski i jeden lemat. Prezentowane wyniki
maja charakter nietrudnych obserwacji a ich dowody sa standardowe. Swiadcza co najwyzej o tym, ze
Autorka dobrze orientuje sie w dziedzinie, ktorej dotyczy praca. Rzuca sie w oczy brak poglebionego
spojrzenia na problematyke uogoélnien pojecia wypuktosci. Dlatego uwazam, ze omawiang publikacje
mozna potraktowaé co najwyzej jako dobry wstep do naprawde powaznych badan.

W pracy [2] zdefiniowano nowg klase funkeji W, (6, M) poprzez warunek moéwiacy o tym, ze funkcja

EAgn Ag F(x)

jest j-krotnie monotoniczna, czyli nalezy do klasy M ;. W powyzszym warunku 6y, ..., 8, sa niezaleznymi
zmiennymi losowymi o tym samym rozkltadzie co zmienna losowa 6, a A} oznacza operator roznicowy:
Ap F(z) = F(z) — F(x — h). Badano tez pewne wtasnosci takiej rodziny funkeji. Podano reprezen-
tacje szeregowa, a dla sytuacji gdy 6 ma rozklad wyktadniczy, reprezentacje catkows. Ta reprezentacja
doprowadzita do, byé¢ moze najbardziej wartosciowego, wyniku pracy, ktory mowi, ze klasa funkcji abso-
lutnie monotonicznych jest rowna przecieciu po n, wszystkich klas W, (6, M1). Poza tym praca obfituje
w do$¢ proste obserwacje, ktore czasem nieco na wyrost podnoszone sa do rangi twierdzen (oczywiscie, z
formalnego punktu widzenia twierdzeniami sa). Brak przekonujacego uzasadnienia, dlaczego warto badaé
klasy funkcji W, (6, M;). Do zalet pracy zaliczam wskazanie na potencjal metod probabilistycznych w
badaniu wypuktosci.
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Praca [3], opublikowana w Opuscula Mathematica, dotyczy opisu klasy miar p na (R, B(R)), dla
ktorych spelniona jest nieréwnosé

w(B) =ZEwB-10), VBeBR),

gdzie 0 jest zmienna losowa o wartosciach nieujemnych. Podano w niej reprezentacje catkowsg takich miar
oraz zbiér punktow ekstremalnych dla rodziny miar probabilistycznych zdefiniowanych przez powyzsza
nierownosé, ale okreslonych na Iy = [—00,0]. Oczywiscie, kazda miara p ma trywialna reprezentacje
catkowa = [ 8, u(dy). Co wiecej, trywialna reprezentacja miary v daje Erov(du) = [ E 79 0, (du) v(dx)
(i analogiczny wzor dla wyrazenia pojawiajacego sie po prawej stronie rownosci (2.3)). Wydaje sie wiec,
ze reprezentacje podane w Tw. 4.2 i 4.3 mozna wywynioskowaé¢ bezposrednio z dosé prostej reprezentacji
miary p podanej w Tw. 2.3. Czy zatem odwotywanie sie¢ w tym kontekscie do twierdzenia Choquet
jest rzeczywiscie potrzebne? Nieco ciekawsze jest Tw. 3.6 o postaci zbioru punktow ekstremalnych dla
rodziny miar probabilistycznych K (6, fo), choé¢ okazuje sig, ze zbior ten jest w pewnym sensie trywialny,
bo wyznaczony jest przez wszystkie miary postaci d, (z doktadnodcia do skalowania), gdzie x nalezy do
nos$nika miary v.

Praca [4] dotyczy pojecia (k, h)-wypuklosci. Wprowadzona jest definicja funkeji (k, h)-wypuklych
uogolniajaca znane wezesniej pojecia, podane sg podstawowe wiasnosci takich funkcji oraz udowodnione
dwie nieréwnosci typu Hadamarda-Hermité’a-Féjera. Niestety nie jest dla mnie jasne, dlaczego takie
nowe pojecie miatoby by¢ wazne. Przedstawione wlasnosci sa proste. Dowody obu nieréwnosci pole-
gaja na wycalkowaniu obu stron nieréwnosci wynikajacej bezposrednio z definicji, po jej uprzednim
obustronnym pomnozeniu przez odpowiednia funkcje. Cala praca jest na do$¢ elementarnym poziomie
matematycznym. Dziwie sie, ze zostala opublikowana w czasopismie Mathematical Inequalities and Ap-
plications, ktore jest na liscie JCR.

Praca [5] zawiera przyktad funkcji, ktora jest n-wypukta w sensie Jensena i nie jest n-wypukla w
sensie Wrighta, gdy n jest liczba nieparzysta. Analiza przypadku n = 3 wskazala, ze kandydatem
na kontrprzyklad moze byé¢ funkcja f(x) = (a(x)4)", gdzie a jest funkcja addytywna przyjmujaca

na pierwszych n + 1 elementach hq,...,h,+1 pewnej bazy Hamela wartosci a(h1) = —1, a(hg) = 1,
k=2,...,n+ 1. Gléwna trudnosé¢ polegata na pokazaniu, ze
(1) Ahl,-«~,hn+1 f(O) =—1.

Jak pisza autorzy "it is not a trivial task". Prawie cala prace poswiecaja na dowod rownosci (1) oparty na
skomplikowanej konstrukeji wykorzystujacej metody teorii miary. Habilitantka w autoreferacie podkresla
co najmniej dwukrotnie, ze jest to jeden z gtéwnych wynikéw rozprawy.

Zgadzam sie, ze zadanie nie jest calkiem trywialne, ale na pewno nie nalezy do trudnych i moze
by¢ rozwiazane znacznie prostszymi metodami niz te, ktére proponowane sa w pracy [5]. Wystarczy
zauwazy¢, a sg to elementarne rachunki, ze lewa strona réwnosei (1) ma dla dowolnego n postaé
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gdzie (1) wynika z rekurencji dla wspotczynnikow dwumianowych, (2) z szeroko znanej reprezentacji
liczb Stirlinga drugiego rodzaju S(n,m) = Z;nzl (—1)m—J (Z”) J" (przy czym kolejno wykorzystuje sie
rekurencje dla wspolczynnikéw dwumianowych), a (3) z definicji liczb Stirlinga: 2™ = Y7, S(n, k) (z)
dla z = —1.

W pracy [5] badano takze trudnosci pojawiajace sie w analizie zwiazkow miedzy oboma rozwazanymi
rodzajami wypuklosci rzedu n, gdy n jest liczba parzysta, ale ta czesé pracy, jak rowniez konstrukcja
funkcji 3-Jensen wypuktlej, ktora nie jest 3-Wright wypukta, bedacej prefiguracja omowionego wyzej
kontrprzykladu, wykonane byly (zgodnie z zataczonym o$wiadczeniem) przez jednego ze wspotautorow.

Omowienie pozostalego dorobku naukowego

Pozostaly dorobek naukowy habilitantki dzieli sie wyraznie na trzy grupy: (1) badanie zagadnieni wy-
puktlosci, czyli tematyka bezposrednio zwiazana z rozprawa habilitacyjna, (2) problematyka rozkladal-
nosci miar probabilistycznych wywodzaca sie z czasoéw, gdy habilitantka byla uczennica prof. Kazimierza



Urbanika, (3) zastosowania rachunku prawdopodobieristwa w zagadnieniach przesytania informacji.
Tylko dwie prace wchodzace w sktad pozostatego dorobku pochodza z listy JCR.

Co do innych prac zwiazanych z wypukloscia to dotycza one: wykorzystania probabilistyki do bada-
nia silnej wypuklosci (wartos¢ tej pracy polega na zwréceniu uwagi specjalistom w dziedzinie funkeji
wypuklych na skutecznosé nawet bardzo elementarnych metod probabilistycznych), uogélnienia pojecia
wypuklosci w sensie Schura (silna wypuklo$é w sensie Schura) i charakteryzacji funkcji generujacych
sumy silnie wypukte w sensie Schura. Pozostalte trzy prace, dotyczace zagadnien wypuklosci wedtug spisu
publikacji zamieszczonego w autoreferacie, nie zostaly jeszcze opublikowane (ani przyjete do druku),
zatem nie podlegaja formalnej ocenie. Ich umieszczenie w spisie prac, $wiadczy o tym, ze tematyka
wypuklodci stata sie pierwszoplanowym zainteresowaniem habilitantki, mimo ze przez wiele lat badania
naukowe habilitantki po§wiecone byty wlasno$ciom miar probabilistycznych.

Prace probabilistyczne koncentruja sie na tematyce samorozktadalnosci miar uprawianej m.in. przez
prof. Kazimierza Urbanika i grono jego ucznidéw, do ktorego nalezala dr Teresa Rajba. Najciekawsze
wyniki habilitantki w tej dziedzinie pochodza z okresu bliskiej wspolpracy z Mistrzem. Najwazniejsza
jest moim zdaniem praca P3, zawierajaca wyniki z pracy doktorskiej habilitantki, dotyczace zbioru
polgrup rozktadalnoéci miar probabilistycznych na prostej. W pracy tej wprowadzono tez uzyteczne
pojecie rozkladalno$ci miary probabilistycznej wzgledem rodziny rozkltadéw. Praca ta jest cytowana
w kilku waznych publikacjach po$wieconych rozkladalno$ci miar probabilistycznych, m.in. w mono-
grafii Z. Jurek, D. Manson, Operator-limit distributions in probability theory (Wiley, 1993). Na uwage
zashuguje tez praca P1. Podano w niej przyktad miary probabilistycznej, ktéra nie jest nieskonicze-
nie podzielna, a jej poélgrupa rozkladalnosci zawiera otoczenie zera. Ten wynik rozstrzygnal negaty-
wnie hipoteze postawiong przez K. Urbanika. Praca ta réwniez byla cytowana we wspomnianej mono-
grafii. Pozostale prace dotyczyly roznych specjalnych wlasnosci samorozktadalnosci i uogolnient tego
pojecia, m.in, hierarchii klas Urbanika L,, miar m-samorozkladalnych, rozktadalnosci wielokrotnej,
semi-samorozkladalnosci czy samorozkltadalnosci operatorowej. Zawieraja one pewne uogoélnienia, badz
uszczegblowienia pojecia samorozkladalnosci, z ktérych niektére mozna uznaé za ciekawe, ale prace te nie
maja juz takiego ciezaru gatunkowego jak wspomniane dwa wczesne artykuty habilitantki. Wydaje sie, ze
tematyka samorozkladalnosci miar probabilistycznych, intensywnie rozwijana w latach siedemdziesiatych
i osiemdziesiagtych w pewnym sensie sie wyczerpala i jest teraz na uboczu gtéwnych nurtow teorii praw-
dopodobienistwa. Prace publikowane w tej dziedzinie sg rzadko, gltéwnie przez naukowcoédw japonskich,
skupionych wokét M. Maejimy, poswiecone sa bardzo waskim zagadnieniom i nie wzbudzaja takiego zain-
teresowania jak wczesniejsze prace Urbanika i jego uczniéw. Wiec z tego punktu widzenia nie dziwi mnie,
ze habilitantka poszukiwala nowej dziedziny badan i rezultatem tych poszukiwan bylo zainteresowanie
pojeciem wypuklosci i jego uogodlnieniami. Tym niemniej, prace habilitantki dotyczace samorozktadal-
nosci miar s3, moim zdaniem, na wyzszym poziomie matematycznym, niz te po§wiecone zagadnieniom
wypukltosci. Dotyczy to zardéwno istotno$ci wynikéw, jak i jakosci prowadzonych rozumowan oraz za-
awansowania stosowanych narzedzi.

Trzecia tematyka dotyczy zastosowan probabilistyki do zagadnieni transmisji informacji (ciekawostka,
wsrod tych prac jest praca o optymalnym sterowaniu jachtem -pochodzi z materiatéw konferencji, ktora
miala miejsce na jachcie "Pogoria"). Tematyka ta stanowi pokazna cze$¢ dorobku (11 publikacji na
30 poza pracami wchodzacymi w skiad rozprawy habilitacyjnej). Poza jedna, wszystkie prace w tej
dziedzinie sa wspotautroskie. Ostatnie dotycza sieci bezprzewodowych. Tematem dwoéch ostatnich prac
(przedstawionych w dokumentacji) sa prawdopodobienstwa kolizji w sieciach z poissonowskim strumie-
niem zgtoszeil. Model probabilistyczny jest elementarny, a znalezienie odpowiednich prawdopodobienistw
sprowadza sie tatwo do zadania obliczenia objetosci wielowymiarowego sympleksu. Rachunki przeprowad-
zone sa w pracy z Przeglgdu Elektronicznego. Natknatem si¢ w niej jednak na sporo niescistosci, ktérych
zrodlem wydaje sie byé brak uwaznej korekty: prawdopodobienistwa sa wieksze od jeden, wartosé oczeki-
wana dodatniej zmiennej losowej jest ujemna. Razi mnie tez opatrywanie elementarnych obserwacji prob-
abilistycznych etykietami "Twierdzenie". Czasopismo Przeglgd Elektrotechniczny jest na liscie JCR. W
drugiej pracy zataczonej w dokumentacji (przyjetej do druku) pojawiaja sie ponownie te same, budzace
moje watpliwosci, wzory na prawdopodobienistwo kolizji (chyba brak w nich symbolu czesci dodatniej).
Nie zauwazam w tej drugiej pracy zadnej dodanej wartoSci matematycznej. Pozostate artykuly w tej
dziedzinie sa publikowane w czasopismach nizszej rangi, a liczba cytowari (poza autocytowaniami) jest
znikoma.



Konkluzja

Trzy z publikacji skladajacych sie na recenzowana rozprawe doktorska ukazaly si¢ w czasopi$mie
Journal of Mathematical Analysis and Applications, jedna w Mathematical Inequalities and Applica-
tions. Wedtug formalnych ocen punktowych oba te czasopisma sa wysoko notowane. Pierwsze z nich
ma 40 punktéw, a drugie 25 wedlug obecnie obowiazujacej punktacji ministerialnej. Niestety, punktacja
czasopism niekoniecznie odpowiada wartosci wynikéw publikowanych prac. Tak jest wiasnie w omaw-
ianym przypadku. Recenzowana rozprawa habilitacyjna, moim zdaniem, nie zawiera wynikéw matem-
atycznych na tyle istotnych, aby spelnione byly kryteria ustawowe obowigzujace dla stopnia doktora
habilitowanego. Mam nadzieje, ze jasno na to wskazuje przedstawione wyzej omoéwienie poszczegolnych
publikacji sktadajacych sie na te rozprawe. Pozostaly dorobek, choé¢ ilosciowo adekwatny, réwniez trud-
no uznaé za upowazniajacy do pozytywnego wniosku o stopient doktora habilitowanego. Zwraca uwage
brak publikacji w waznych czasopismach probabilistycznych podczas dlugiego okresu po uzyskaniu stop-
nia doktora, w ktorym gltéwna dziedzing pracy naukowej habilitantki byta teoria prawdopodobieristwa.
Prace, poza publikacja zawierajaca wyniki z rozprawy doktorskiej, oraz pracg o probabilistycznych
metodach badania silnej wypuklosci, sa jedynie sporadycznie cytowane przez innych autoréw. Indeks
Hirscha wedtug bazy Web of Science wynosi jeden! Z drugiej strony, w pracach $cisle matematycznych
habilitantka prezentuje spora erudycje i godna podkreslenia troske o precyzje sformulowan, a dowody
sg przedstawiane z duza starannoscia. Jednak to nie réwnowazy w mojej opinii innych niedostatkow
rozprawy habilitacyjnej (i pozostalego dorobku), z ktoérych najwazniejszy polega na braku naprawde
glebokich wynikéw; wynikéow, ktore istotnie rozwijatyby rozumienie pojecia wypuklosci. Kandydatem
na wynik o takim charakterze, w pierwszym czytaniu, wydawatl sie by¢ przyklad funkcji n-wypukiej w
sensie Jensena, ktora nie jest n-wypukla w sensie Wrighta - gtéwnie ze wzgledu na towarzyszaca mu za-
awansowang konstrukcje teorio-miarowa wykorzystana w uzasadnieniu. Niestety, jak to opisatem wyzej
przy omawianiu pracy [5], do wyjasnienie dlaczego kontrprzyklad dziala, mozna w dosé prosty sposob
wykorzystaé znane wlasnosci liczb Stirlinga, co wyraznie uszto uwadze autoréw.

7 przykroscig stwierdzam, ze przedstawiona rozprawa habilitacyjna (wraz z pozostalym dorobkiem
naukowym) nie jest wystarczajaca do postawienia wniosku o nadanie stopnia doktora habilitowanego w

dziedzinie matematyki pani dr Teresie Rajbie.



