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Recenzja
pracy habilitacyjnej oraz dorobku naukowego pani dr Teresy Rajby

Uwaga wstepna. O powolaniu mnie na recenzenta w postepowaniu habilitacyjnym
pani dr Teresy Rajby, decyzja Centralnej Komisji do Spraw Stopni i Tytuléw z dnia 7
marca 2013 r., dowiedzialem si¢ 19 marca br., tj. w dniu w ktérym pismo dotyczace tego
postepowania wplyneto do Instytutu Matematyki Uniwersytetu Sl@skiego. Drakonski, bo
tylko szesciotygodniowy, ustawowy termin na sporzadzenie recenzji zostal przeto zredu-
kowany do czterech tygodni. Gdyby nie fakt, ze wiekszos¢ wynikow pani dr Rajby byla
wezesniej przedstawiana na moich seminariach naukowych w IM US, elementarna uczci-
wos¢ nakazywalaby mi odmowe podjecia obowiazkow recenzenta lub, co na jedno wychodzi,
sporzadzenia recenzji z wnikliwoscia wprost proporcjonalna do czasu, ktory przypadt mi
w udziale. Pani Sekretarz Komisji poinformowalta mnie, ze Formalnie zgodnie z harmo-
nogramem recenzja powinna byé przygotowana do 17 kwietnia. Rozpoczynam wiec pisanie
ponizszej recenzji 13 kwietnia ’13 roku z pelng $wiadomoscia ew. ztych skutkéw tej feralnej

numerologii.

Nie szczedzac na zatozeniach regularnosci i trzymajac sie ziemi, tj. od-
wzorowan rzeczywistych na przedziale otwartym, mozna krétko powiedzied,
ze rozprawa dotyczy funkcji f : (a,b) — R, dla ktérych (n + 1)-pochodna
jest nieujemna. W przypadku n = 1 mamy woéwczas do czynienia ze “zwykla”
wypuktoscia, tj. funkcja spetniajaca nierownosé funkcyjna

(1) fOz+ (1 =A)y) <Af(z)+ (1= A)f(y)

dla wszelkich z,y € (a,b) i dowolnego A € [0, 1]. Nieréwnosé ta implikuje
ciagtos¢ funkcji f, a zredukowana do przypadku

r+y\ _ f@)+fy)
o ()<t
definiuje tzw. wypuklo$é w sensie Jensena. Nieréwnos$¢ (2) dopuszcza juz
mnéstwo bardzo nieregularnych rozwiazan (niemierzalnych w sensie Lebes-

gue’a). Odpowiednikiem n-tego rzedu dla nieréwnosci Jensena jest nieréw-
nos$¢ funkcyjna

(3) AP f(x) > 0,2 € (a,b), h > 0 tak mate, aby z + (n + 1)h € (a,b);

r,y € (a,b),



A¥ oznacza tutaj k-ta iteracje operatora réznicowego Ay f(z) := f(x +h) —
f(z). Ciagle rozwiazania nieréwnosci (3) sa automatycznie funkcjami klasy
C™' z wypukta funkcja £V w szczegdlnosei, jesli istnieje pochodna f+1)
to jest nieujemna.
Jesli w nieréwnosci (3) zazadaé, aby
Ahl © Ahz ©-+-0 Ahn+1f(x) > 07 YIS (CL, b)7 gdZie
hi,ha, ..., hnyr > 0 sa tak male, aby x + h; € (a,b),i=1,2,...,n+ 1,

to funkcje f spelniajaca (4) nazywamy n-wypukla w sensie Wrighta; dla
n = 1 jest to rownowazne nieréwnosci

fOz+ 1 =XNy) + fQy+ (1 = Nz) < f(x) + f(y)

spelnionej dla wszelkich z,y € (a,b) i dowolnego A € [0, 1].

Ta garsé¢ pojec¢ i faktow utatwi nam wystowienia rezultatéw przedstawio-
nych w recenzowanej dysertacji.

Rozprawa habilitacyjna pani dr Teresy Rajby zatytutowana

Analiza wlasnosct uwogolnionych funkcji wypuktych
© funkcjt wypuktych wyzszych rzedow,

na ktorg sktada sie zestaw pieciu publikacji:

1. T. Rajba, New integral representation of nth order convex functions, J.

Math. Anal. Appl. 379(2) (2011), 736-747.

2. T. Rajba, A generalization of multiple Wright-convez functions via ran-
domization, J. Math. Anal. Appl. 388(1) (2012), 548-565.

3. T. Rajba, An application of the Choquet theorem to the study of randomly-
superinvariant measures, Opuscula Math. 40(2) (2012), 317-326.

4. T. Rajba & B. Micherda, On some Hermite-Hadamard-Fejer inequ-
alities for (k,h)-convex functions, Math. Inequal. Appl. 15(4) (2012),
931-940.

5. K. Nikodem, T. Rajba & Sz. Wasowicz, On the classes of higher order
Jensen-convex functions and Wright-convez functions, J. Math. Anal.
Appl. 396(1) (2012), 291-296.

(te numeracje bede w dalszym ciagu wykorzystywal), stanowi tresciowo sp6j-
ne studium tytutowych rodzin odwzorowan (jednotematyczny cykl pu-
blikacji). Dobrze przygotowany Autoreferat habilitantki zwalnia mnie, jak
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sadze, ze szczegdlowego przedstawiania samych wynikow i umozliwia prze-
suniecie akcentow na cze$¢ wartosciujaca. Moja generalna ocena rozpra-
wy (w aktualnej nowomowie: osiagniecia naukowego) jest jednoznacznie
pozytywna. Wraz z reszta dorobku naukowego (24 artykuly na-
ukowe) uzyskanego po otrzymaniu stopnia naukowego doktora (na
Uniwersytecie Wroctawskim (1981) z profesorem Kazimierzem Urbanikiem
jako promotorem) stanowi ona znaczny wktad autorki w teorie réw-
nan i nieré6wnosci funkcyjnych o wielu zmiennych oraz w analize
wypukla. Nie dopatrzytem sie, co prawda, w dorobku pani dr Rajby jakiej$
wyraznej nowej metody dowodowej, ale niektére wyniki maja wazki walor
unifikujacy i uogélniajacy badania innych autoréw (zob. np. prace 5.). Nie
jestem probabilista; o$miele sie wszakze wyrazi¢ poglad, ze rozprawa niewie-
le lub zgota nic nie wnosi do teorii prawdopodobiestwa i bytoby nieporo-
zumieniem traktowac ja jako prace z probabilistyki. Wszelako wiedza i do-
Swiadczenie probabilistyczne habilitantki pozwolity na dostrzezenie istotnie
nowych aspektoéw w odniesieniu do zagadnien skadinad juz bardzo doglebnie
badanych przez bardzo wielu matematykéw w teorii rownan i nieréwnoéci
funkcyjnych - dziedzinie, ktorej jedna z cech charakterystycznych jest mate-
matyczna interdyscyplinarno$¢. Aby opinia ta nie byla jedynie gotostowng
deklaracja, przytocze niektore z wynikéw pani dr Teresy Rajby zastugujace,
moim zdaniem, na podkreslenie:

e uzyskanie catkowych reprezentacji ciagtych funkcji wypuktych wyz-
szych rzedéw, tj. ciaglych rozwiazan nieréwnosci (3) lub, réwnowaz-
nie, funkcji n-wypuktych w sensie T. Popoviciu (nieujemnosé ilorazéw
réznicowych danego rzedu);

e rozklad takiej funkcji na sume funkcji (n + 1)-krotnie monotonicznej i
wielomianu stopnia co najwyzej n;

e uzyskanie podobnych charakteryzacji oraz twierdzen o podpieraniu dla
silnej wypuktosci wyzszych rzedow;

e finezyjna “konstrukcja” funkcji wskazujacej na to, ze dla nieparzyste-
go n, klasa funkcji n-wypuklych w sensie Wrighta stanowi podzbior
wlasciwy rodziny wszystkich funkcji n-wypuktych w sensie Jensena, t;j.
rozwigzan nieréwnosci (3);

e randomizacja funkcji n-wypuklych w sensie Wrighta (prace 2. i 3.); to
zagadnienie wraz z uzytymi technikami (m.in. twierdzeniem reprezen-
tacyjnym Choqueta) jest, wedle mojej wiedzy, istotnym novum w bo-
gatej literaturze przedmiotu dot. analizy rozmaitych uogélnien pojecia
funkcji wypuktej;



e nierownosci typu Hermite’a-Hadamarda dla pewnych uogoélnien kla-
sycznych funkcjonatéw wypuktych. Akurat te uogélnienia (funkcje (k, h)-
wypukle) w moim odbiorze jawia sie jako nieco sztuczne, by nie rzec
“wydumane”; nie zmienia to jednak faktu, ze rozmaitymi szczegdlny-
mi przypadkami tego pojecia zajmowali sie¢ m.in. W.W. Breckner, S.
Varosanec, H. Hudzik & L. Maligranda, Gy. Maksa & Zs. Pales, M.Z.
Sarikaya.

Pierwsze trzy sposréd prac 1. - 5. sktadajacych sie na zaprezentowane przez
panig dr Terese Rajbe “osiagniecie naukowe” (po ludzku moéwiac: na prace
habilitacyjna) sa monoautorskie, w pozostatych dwu, zgodnie z oswiadczenia-
mi wspéltautoréw, udzial procentowy habilitantki wynosi odpowiednio: 50%
dla pracy 4.1 70% dla pracy 5. Prace te zostaly opublikowane w trzech czaso-
pismach (wszystkie ministerialnie “punktowane”, najwyzej - Journal of Ma-
thematical Analysis and Applications, gdzie habilitantka opublikowata trzy
sposrod prac sktadajacych sie na rozprawe). Choé sam przyktadam taka wa-
ge do ciagle zmieniajacej si¢ punktacji, jak do numerologii, o ktorej pisatem
w Uwadze wstepnej, to do pisania o tym zmuszaja mnie wzgledy formalne.

Mam kilka uwag krytycznych, sprowadzajacych sie w istocie do tego, czego
mi w przedstawionym “osiggnieciu naukowym” zabrakto.

e W wielu przypadkach autorka ogranicza sie do rozpatrywania odwzoro-
wan skalarnych (funkcjonaléw) w sytuacjach, gdy szczegélnie interesu-
jace i stanowiace wdzieczne pole badan sg odwzorowania o wartosciach
wektorowych (przynajmniej w przestrzeniach Banacha); dotyczy to w
pierwszym rzedzie odwzorowan delta-wypuktych.

e Dyskutujac zwigzki pomiedzy klasami odwzorowan n-wypuktych w sen-
sie Jensena i n-wypuktych w sensie Wrighta, autorka catkowicie prze-
milcza zasadniczo odmienne zachowanie sie¢ odpowiednich klas funkcji
wielomianowych, gdzie stosowne odpowiedniki definicyjne, tj. rownania
funkcyjne

AR f(z) =0 oraz Apy 0 Apy 020 Ay, f2) =0

okazuja sie by¢ rownowazne (przynajmniej w przypadku grup abelo-
wych ze stosowng podzielnoscia). Narzuca sie pytanie o wyjasnienie
tego fenomenu. Ponadto, w przypadku drugiego z tych rownan dosé
delikatna jest kwestia, czy rozwazane przyrosty hi, ho, ..., hyi1 sa do-
wolne, czy tylko dodatnie (z odpowiedniego stozka); réwniez to wazkie
zagadnienie nie jest w ogble poruszone w pracach pani dr Rajby.



e Cho¢ moéwitem wcezesniej o dobrze przygotowanym Autoreferacie, to
ocene te nalezy odezytywaé z doktadnoscia do skltadni i typografii (po-
$piech?) oraz wythluszczona czcionka zapisana falszywa informacje, ze
“Jensen-wypuktosé implikuje Wright-wypuklosé” (str. 21). Na szcze-
Scie, zarowno dalsza tres¢ tego akapitu, jak i wyttuszczong czcionka
zapisany tytul paragrafu paragrafu czwartego (na tej samej stronie),
temu zaprzeczaja.

Na pozostaly dorobek naukowy habilitantki sktada sie 25 artykutéow
naukowych opublikowanych w rozmaitych czasopismach, czasami nieco egzo-
tycznych dla matematyka (np. Knowledge in telecommunication technologies
and optics, Technique of measurement and metrology, Rozprawy Elektrotech-
niczne, etc.), czasami w rozmaitych Proceedings. Nie sposob nie zaznaczy¢
jednak wyraznie, ze tylko dwie sposrdod tych prac opublikowane zostaly w
czasopismach znajdujacych sie¢ w bazie Journal Citation Reports. Pozytyw-
nie wszakze zdumiewa fakt, ze spektrum badan naukowych pani dr Teresy
Rajby jest bardzo szerokie: oprécz prac z nieréwnosci funkcyjnych (pewnych
aspektow analizy wypuklej) w tym, oprocz zagadnien juz omawianych, np.
wypukto$¢ w sensie Schura, prac z teorii prawdopodobienstwa, prac z pogra-
nicza obu tych dyscyplin, po prace dotyczace probleméw sScisle technicznych
(sieci bezprzewodowe, telefonia komérkowa, cyfrowe transmisje informacji, a
nawet zeglarstwo). Merytorycznej oceny tych osiagnie¢ podjaé sie nie jestem
w stanie, ze wzgledu na brak kompetencji.

Z badan o bardziej teoretycznym charakterze na uwage zastuguja prace
dotyczace c-rozktadalnosci miar probabilistycznych i charakteryzacji potgrup
rozktadalnosci miar nieskonczenie podzielnych, interesujace zwtaszcza w w
swietle faktu, ze problem charakteryzacji wszystkich potgrup rozktadalnosci
jest nadal otwarty nawet na prostej rzeczywistej (w moim odczuciu chyba
takim pozostanie). Sa to starsze prace pani dr Rajby (publikowane m.in.
w Colloguium Mathematicum, Biuletynie PAN, Probability and Mathemati-
cal Statistics i Demonstratio Mathematica), zwiazane jeszcze z inspiracjami
pochodzacymi z wroctawskiego srodowiska probabilistycznego, z ktoérego ha-
bilitantka si¢ wywodzi.

Laczna liczba cytowan wynosi 37 (cho¢ w bazie Web of Science tylko 1
(1), na co skladaja sie¢ 23 cytowania pod nazwiskiem Rajba, 10 cytowan
prac sygnowanych panienskim nazwiskiem Niedbalska oraz 4 cytowania prac
opublikowanych pod podwoéjnym nazwiskiem Niedbalska-Rajba. Do istot-
nych przejawéw aktywnosci naukowej pani dr Teresy Rajby zaliczy¢,
bez watpienia, nalezy jej czynne uczestnictwo w krajowych i miedzynarodo-
wych meetingach naukowych, na ktorych wygtosita tacznie 35 referatow o
wynikach swoich badan, w tym m.in. w Bulgarii, Czechach, Hiszpanii, Izra-



elu, na Litwie, Lotwie, w Rumunii, na Ukrainie, Wegrzech i we Wtoszech.

Informacje nt. dorobku dydaktycznego, dostarczone przez habilitantke
w dokumentacji zwigzanej z postepowaniem o nadanie stopnia, sg wiecej
niz skape; sprowadzaja si¢ bowiem do stwierdzenia, ze pani dr Rajba byta
promotorem kilkunastu prac magisterskich na Uniwersytecie Wroctawskim
w latach 1981 - 1999. Niezbyt otymistycznie to rokuje jesli chodzi o przy-
szte ksztalcenie mlodych ludzi na poziomie doktorskim. Efekt ten jest, na
szczedcie, ztagodzony naprawde szerokim rozeznaniem habilitantki w rozle-
glej literaturze przedmiotu; dosé¢ powiedzieé, ze bibliografia rozprawy liczy
blisko dwiescie pozycji i sa to cytowania przemyslane, co wigze sie takze z
podkreslang juz wczeéniej wieloaspektowoscia tworczosci naukowej pani dr
Rajby.

Dziatalno$¢ popularyzatorska (m.in. na forum Polskiego Towarzystwa Ma-
tematycznego) réwniez przedstawiona zostala bardzo powéciagliwie. Zdecy-
dowanie wigkszg i udokumentowana aktywnos$é¢ przejawila natomiast wy-
glaszajac kilkadziesigt referatow na specjalistycznych seminariach nauko-
wych m.in. na Uniwersytecie Wroctawskim, Uniwersytecie Slaskim, Akademii
Techniczno-Humanistycznej w Bielsku-Bialej, na Politechnice Warszawskiej
i Politechnice Lubelskiej.

Konkluzja. Uwazam, ze przedstawione osiggniecie naukowe (rozprawa
habilitacyjna) oraz pozostaly dorobek naukowy pani dr Teresy Rajby czynig
zados¢ warunkom okreslonym w ustawie o stopniach i tytule naukowym oraz
tytule w zakresie sztuki. Stawiam przeto wniosek o dopuszczenie pani dr
Teresy Rajby do dalszych etapéw postepowania habilitacyjnego.
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