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Niniejsze opracowanie stanowi omoéwienie wynikéw wchodzacych w sktad mojej rozprawy ha-
bilitacyjnej Analiza wtasnosci vogélnionych funkcji wypuktych i funkcji wypuktych wyzszych rzedow
oraz moich pozostalych prac. Obiektem moich zainteresowan sa klasy uogolnien funkcji wypuktej,
funkeji wypuktych wyzszych rzedéw oraz uogolnienn funkeji wypuktych wyzszych rzedéow. Celem
rozprawy jest zbadanie wlasnosci funkcji nalezacych do tych klas oraz zaleznosci miedzy nimi.

Klasyczne pojecie wypuktosci w ciagu uplywu czasu doczekalo sie wielu uogdélniert idacych
w roznych kierunkach. Sa one wazne w wielu dzialach matematyki.

Tak zwane Jensen-wypukle funkcje (funkcje wypukle w sensie Jensena) zostaly wprowadzone
przez J.L.W.V. Jensena [60, 61], jakkolwiek funkcje spelniajace podobne warunki byty juz badane
przez O. Holdera [51], J. Hadamarda [49] oraz O. Stolza [159]. Podstawowe wlasnosci funkeji
Jensen-wypuklych w jednowymiarowym przypadku zostaly udowodnione przez samego Jensena
oraz przez F. Bernsteina i G. Doetscha [12]. Uogolnienia na wielowymiarowy przypadek zostaly
zrobione przez H. Blumberga [17] i E. Mohra [118]. Warto zaznaczy¢, ze funkcje zwane wypuktymi
pokrywaja sie z klasa funkcji Jensen-wypuklych cigglych. Funkcje wypukte sa bardzo dobrze
zbadane, np. Rockafellar [142]. Roberts-Varberg [141] i Kuczma [79].

W roku 1926 Hopf w rozprawie doktorskiej [55] rozwazal funkcje o nieujemnych ilorazach
roznicowych (divided differences) ustalonego rzedu. W pracach Popoviciu [136, 138| na okresle-
nie tego rodzaju wypukltosci proponowana jest nazwa funkcje wypukte wyzszych rzedow. W
1954 E.M. Wright [192] wprowadzil funkcje zwane Wright-wypuklymi funkcjami. W pracy [41],
A. Gilanyi i Zs. Pales, wprowadzili funkcje Wright—-wypukte wyzszych rzedow. W pracy [177]
zostaly wprowadzone przez VaroSanec, tak zwane h—wypuktle funkcje.

W rozprawie definiuje i badam klase funkeji (k, h)—wypuklych, ktoére sa uogolnieniem funkeji
h—wypuktych. Przedmiotem intensywnych badan sa ostatnio nieréwnoéci typu Hermite’a-Hadamarda—
Fejéra. W rozprawie podaje nowe nieréwnosci typu Hermite’a—Hadamarda—Fejéra, ktore sg uogol-
nieniem dotychczas znanych nieréwnosci tego typu.

Zajmuje sie tez poréwnywaniem klas n—Wright—wypuktych funkcji i n—Jensen—wypuktych
funkcji. Rozwazajac operatory odwrotne do operatoréw réznicowych oraz wprowadzajac nowe
narzedzia zwigzane z teoria miary otrzymuje twierdzenia dotyczace istnienia nietrywialnych
funkcji nalezacych tylko do jednej z tych klas.

Zastosowanie metod probabilistycznych prowadzi do znalezienia nowej reprezentacji catkowej
funkcji n-wypuktych. Reprezentacja ta jest nastepnie wykorzystana do dalszej charakteryzacji
funkcji n-wypuktych.

W rozprawie definiuje réwniez i badam uogodlnienie poprzez randomizacje funkcji wielokrotnie
Wright—wypuktych.

Moim zdaniem do najistotniejszych wynikéw rozprawy naleza:

e charakteryzacja (k, h)-wypuklosci: definicja funkcji (k, h)-wypuklych : [R4]| Def. 2.4;
nieréwnosci typu Hermite’a—Hadamarda—Fejéra dla funkcji (k, h)-wypuklych: [R4], Th.
3.1, Th. 3.5, Cor. 3.3, Cor. 3.7; nieréwnosci typu Hermite’a-Hadamarda dla funkcji
(k, h)—wypuklych: [RA4], Cor 3.2, Cor. 3.6; definicja i charakteryzacja zbiorow k-
wypuktych: [R4], Def. 2.1, Ex. 2.2.1, Rem. 2.1;

e wzor dla funkcji, ktora jest n-Jensen wypukta, ale nie jest n—Wright wypukta: [R5], Th.
2.3, dla n € N nieparzystych; wzér dla operatora, ktéry jest operatorem odwrotnym do
operatora roznocowego: [R5], Prop. 4.2 — 4.3;

e charakteryzacja n—wypuklodci: reprezentacje catkowe funkcji n—wypuktej: [R1], Th.
2.9, 2.10; wzor na reprezentacje funkcji n—-wypuktej w postaci sumy funkeji (n 4+ 1)
krotnie monotonicznych i wielomianu stopnie co najwyzej n: [R1], Th. 3.2; definicja
i charakteryzacja wzglednej n—-wypuklosci: [R1|, Th. 4.3 — 4.7, , Th. 4.10 — 4.12;
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definicja i charakteryzacja silnej n-wypuklosci: [R1], Th. 4.15, Cor. 4.16 — 4.17; zasada
o podparciach typu Wasowicza funkcjami n—wypuklymi: [R1], Th. 5.4;

e charakteryzacja zrandomizowanych funkcji wielokrotnie Wright-wypuktych: [R3], Th.
2.6, Th. 2.8, Th. 3.6, Th. 3.9, Th. 4.1, Th. 5.2, Th. 6.2, Th. 6.3, Th. 7.1, Th. 7.4;
charakteryzacja zrandomizowanych-nadniezmienniczych miar: [R2]|, Th.4.3, Th. 4.4.;

W rozdziale 1 przedstawiam zarys idei oraz ogélne sformutowanie wynikéw, a takze wskazuje
na trudnosci zwigzane z ich uzyskaniem. W rozdziale 2 wprowadzam klase funkcji (k, h)-wypuktych
zdefiniowanych na k—wypuktych zbiorach, oraz dowodze nowe nieréwnosci typu Hermite’a-Hadama-
rda i Fejéra dla takich odwzorowari. W rozdziale 3 sa poréwnywane klasy funkcji n—Wright—
wypuklych oraz n—Jensen—wypuklych. Pokazuje sie, ze dla kazdej liczby naturalnej n nieparzystej
pierwsza z nich jest wlasciwa podklasa drugiej. Zeby to pokazaé¢ rozwijane sa nowe narzedzie
zwigzane z teoria miary. W rozdziale 4 przedstawiam nowsa reprezentacje catkows funkcji n-
wypuklych, ktéra wykorzystuje do znalezienia zwiazku funkcji n—-wypuklej z funkcjami wielokrot-
nie monotonicznymi, charakteryzacji silnej n—wypuktosci i badania wtasnosci typu podparciowego
dla funkcji n—wypuklych. W rozdziale 5 definiuje badam funkcje wielokrotnie Wright—wypukte
uogolnienione poprzez randomizacje. Natomiast w rozdziale 6 krotko omawiam wyniki naukowe,
ktore nie wchodza w sktad rozprawy. Rozdzial 7 zawiera podstawowe informacje o autorze.



ROZDZIAL 1

Wprowadzenie
W calym autoreferacie I C R oznacza¢ bedzie dowolny, ale ustalony przedzial.

1. Funkcje wypukle, Jensen-wypukte, Wright-wypuktle.
Funkcja wypukla. Funkcje f : I — R nazywamy wypuktq, jesli

(1) fltz+ (1= t)y) <tf(@)+ (1 —1)f(y)
dla wszystkich z,y € I i dla kazdego t € [0, 1].
Nieré6wnos¢ Hermite’a—Hadamarda. Jesli funkcja f : [a,b] — R jest wypukla, to jest ciagla

w przedziale (a,b) i ograniczona w [a,b], w szczegolnosci jest wiec catkowalna. Zachodzi wtedy
nieré6wnosé

(2) f(“;b)< ! /abf@)dng(a”f(b)

b—a 2 ’

zwana nierownosciqg Hermite’a-Hadamarda. Jej idace w réznych kierunkach uogoélnienia sg inten-
sywnie badane przez wielu autoréw. Szeroki przeglad zawiera monografia [32]. Uwagi po§wiecone
historii tej nieréwnosci mozna znalezé w pracy [116]. Warto dodaé, ze w klasie funkcji ciagtych
z kazdej z obu powyzszych nieréwnosci wynika wypuktosé (zob. np. [32, 52, 120], a takze [79,
Exercise 8, str. 205] lub [141, Problem Q, str. 15]). Zagadnieniom tego rodzaju charakteryzacji
funkeji wypuktych wyzszych rzedéw poswiecona jest praca [15].

Nier6wno$é (2) ma zwiazek z przyblizonym obliczaniem calek, a dokladnie z metodami pros-
tokatow i trapezow. Wynikaja z niej znane w analizie numerycznej oszacowania btedéw tych
metod.

Nieré6wnos¢ Hermite’a—Hadamarda—Fejéra. W pracy[35] Fejér podal nastepujace uogolnie-
nie nieréwnosci (2):

®) (45 s [ s < OO o6 an

ktora zachodzi, jesli f jest wypukla i g jest nieujemna i symetryczna wzgledem punktu (a + b)/2.
Wiele modyfikacji nieréwnosci (3) mozna znalez¢ np. w [32] i w innych pracach tam podanych.

2. Zbiory k-wypuktle. Funkcje (k, h)-wypukle

W pracy [R4] wprowadzamy klase funkcji (k, h)-wypuktych zdefiniowanych na k-wypuklej
dziedzinie, i dowodzimy nowe nieréwnosci typu Hermite-Hadamarda i Fejéra dla takich odw-
zorowan. To uogoélnia wyniki dla h-wypuktych funkcji podane w [18, 149], i dla Orlicza-s-
wypuktych odwzorowan podane w [31].

Funkcje Jensen-wypukle. Funkcje f : I — R nazywamy Jensen-wypuktq (cf. [141]), jesli

W (E2) < L0

dla wszystkich z,y € I.
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Funkcje h-wypuktle. Niech h : (0,1) — R bedzie funkcja nieujemna, h # 0. Nieujemna funkcja
f I — R jest nazywana h-wypuktq, jesli

(5) fltz + (1 = t)y) <) f(2) +h(1—1)f(y),

dla wszystkich x,y € I'it € (0,1) (patrz [177]). To pojecie uogdlnia pojecie klasycznej wypuklosci
(dla h(t) = t, patrz np. [79, 141]), s-Breckner-wypuklosci (dla h(t) = t°, z pewnym s € (0, 1),
patrz [20, 56|), P-funkcji (dla h(t) = 1, patrz [128]) i Godunova-Levin funkcji (dla h(t) = t~1,
patrz [44]). W pracy Bombardelli i VaroSanec [18], zostaly uzyskane nieréwnosci typu Hermite’a-
Hadamarda-Fejéra dla h-wypuklych funkcji. W [149] Sarikaya, Set i Ozdemir udowodnili inna
wersje nieréwnosci typu Fejéra dla h-wypuktych funkcji.

Zbiory k-wypuktle. Niech k : (0,1) — R bedzie dana funkcja. Wtedy podzbior D liniowe]
przestrzeni rzeczywistej X bedziemy nazywac k-wypuktym, jesli k(¢t)x+k(1—¢t)y € D dla wszystkich
z,y € Dite (0,1) (patrz [R4], Definition 2.1). Wedlug podanej wyzej definicji, dla odpowiednio
dobranej funkcji k£, mozna otrzymaé rodziny roznych znanych zbioréw. Nasza definicja pokrywa
sie z definicja klasycznej wypuklosci dla k(t) = ¢. Jesli k(t) = tr 2 p € (0,1), to D jest k-
wypukly wtedy i tylko wtedy, gdy jest p-wypukly (patrz np. [143]). Dla s > 0 i k(t) = t+,
rodzina k-wypuktlych zbioréw jest rowna klasie s-Orlicz-wypuktlych zbioréw, zdefiniowanych przez
Dragomira i Fitzpatricka w [30]. Jezeli k(¢) = 1 dla wszystkich ¢, to D jest k-wypukly wtedy i tylko
wtedy, gdy (D, +) jest polgrupa. Dla k(t) = %, nasza definicja generuje rodzine podwypuktych
podzbioréw X. Niech k bedzie zdefiniowana przy pomocy wzoru: k(t) =2t dlat < § i k(t) = 0 dla
t> % Wtedy D jest k-wypuklym zbiorem wtedy i tylko wtedy, gdy jest zbiorem gwiazdzistym
wzgledem 0, tzn. tx € D dla wszystkich t € [0,1] i z € D. W [R4] podajemy podstawowe
wlasnosci k-wypuktych podzbioréow przestrzeni liniowe;.

Funkcje (k, h)-wypukle. Niech k,h : (0,1) — R beda dwiema funkcjami i zalézmy, ze D C X
jest k-wypuklym zbiorem. Wtedy funkcja f: D — R jest (k, h)-wypukia, jesli

(6) f(k()z + k(1 = t)y) < h(t)f(z) +h(1 - 1) f(y)

dla wszystkich x,y € D it € (0,1) (patrz [R4], Definition 2.4). Jesli w nieréwnosci (6) nier6wnosé
mozemy zastapi¢ odpowiednio réownosdcia, to f bedziemy nazywaé (k,h)-afiniczng (ogolniejsze
funkcje tego typu sa badane w pracy [98]). W szczegolnosci, dla odpowiednio dobranych funkeji
k i h, przy pomocy warunku (6) mozemy otrzymaé¢ nastepujace rodziny funkcji: h—wypuktych
(przy dodatkowym zalozeniu nieujemnosci), s-Breckner-wypuktych funkeji, P-funkeji i Godunova-
Levin funkcji, s-Orlicz-wypuktych funkcji, podaddytywnych funkcji i funkcji gwiazdzistych, miedzy
innymi.

Nier6é6wnosci typu Hermite’a—Hadamarda—Fejéra dla funkcji (k, h)-wypuklych. Jako
glowne wyniki pracy [R4| dowodzimy dwie nier6wnosci typu Hermite’a—Hadamarda—Fejéra dla
(k, h)-wypuktych funkeji ([R4], Theorem 3.1, Theorem 3.5), i stosujemy je dla réznych klas odw-
zorowan : dla s—Orlicz wypuktych funkcji, dla gwiazdzistych funkeji, dla h—wypuktych funkecji,
miedzy innymi. Uogolnia to, wyniki dla h-wypuklych funkcji podane w[18], [149], i s-Orlicz-
wypuklych funkcji podane w [31].

Warto dodaé, ze Attila Hazy w 2012 r. na 50-th International Symposium on Functional
Equations w Hajduszoboszlé uogoélnil nasze pojecie (k,h)-wypuklosci funkcji. Zdefiniowal on
i badal (k,h)-wypukle funkcje wzgledem pewnego zbioru T C [0,1], jako funkcje spelniajace
warunek (6) dlat e T.

3. Funkcje n-Jensen-wypukle oraz n-Wright-wypukle

Operatory roéznicowe. Zwykly operator réznicowy (przedni, ang. forward difference) jest oz-
naczany jako

Ap f(x) = f(z+h) — f(z),
gdziex € Zihe€ R zx+ h € Z. Jego iteracje definiujemy w zwykly sposob, tzn.

Ay bty (@) = Dy (D, f(2),

gdzien € Ny x € Z1i hy,...,hy, hpy1 € R zakladajac, ze wszystkie potrzebne argumenty naleza
do Z (czasami bedziemy pomija¢ oczywiste zalozenia tego rodzaju). Jezeli zachodzi warunek
hi =--- = h, = h, uzywamy standardowo

Ap f(@) =An..n f(z),
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gdzie element h jest wziety n razy. bedziemy roéwniez uzywacé operatora rézinicowego wstecznego
(ang. backward difference), ktory jest zdefiniowany wzorem

(7) Vi f(z) = f(x) = f(z—h),
gdzie x € Z, h € Rix — h € Z. Tteracje sg zdefiniowane podobnie jak dla zwyklego operatora
roznicowego. Oczywiscie, zachodzi wzor Vy, f(z + h) = Ay, f(z), przez indukcje otrzymujemy
nastepujaca zaleznosé
(8) Vit J(@®+hi+ -+ hpgr) = Apy oy f(20)
gdzie n € N. W dalszym ciaggu zaktadamy, ze n € N.
Funkcje n—Jensen—wypukte. Funkcja f jest nazywana Jensen—-wypuktq rzedu n (n—Jensen—
wypukla, w skrocie), jesli
(9) Apif(z) =0
dla wszystkich € Z i h > 0 takich, ze  + nh € T (patrz rowniez np. [79]). Oczywiscie dlan =1
otrzymujemy warunek

Ajf(x) = fz +2h) = 2f(z+h) + f(z) > 0
dla wszystkich x € Zih >0z z+ h € Z, co jest réwnowazne warunkowi

f<xﬂ2Ly) < f(x);f(y),

z,y €T,

tzn. Jensen—wypukltosci funkeji f.

Funkcja Wright-wypukla. W 1954 r. E. M. Wright [192] wprowadzil nowy rodzaj wypuktosci
funkeji rzeczywistych: funkcje f nazywamy Wright-wypuktq (poréwnaj [141]), jesli

(10) fltz+ (1 —=t)y) + F(1—t)z+ty) < f(z) + f(y)
dla wszystkich z,y € Z it € [0,1]. Oczywiscie , jezeli funkcja f jest wypukla, to nieréwnosé
(1), ktora zachodzi dla kazdego ¢ € [0, 1], zachodzi w szczegolnodci dla ¢t = %, tzn. spelniona jest
nierownosé (4), czyli f jest Jensen-wypukta. Ponadto, jezeli f jest wypukla , to z (1) dostajemy
dwie nieréwnosci:

flte+ (1 =ty) <tfx)+ (1 -1)f(y),

A=tz +ty) <A -1)f(x) +tf(y).
Dodajac te nieréwnosci stronami dostajemy (10), czyli f jest Wright-wypukta. Natomiast, gdy
w (10) wezmiemy ¢ = 1, to otrzymujemy (4). Cuzyli, jezeli f jest Wright-wypukla, to f jest
Jensen-wypukta.

Funkcja n-Wright-wypukla. Nietrudno pokazaé, ze warunek (10) jest rownowazny warunkowi

Ahlhz f(x) 20

dla wszystkich x € Z, hy,he > 0 z © + hy + ho € T (patrz [99]). Na podstawie tej obserwacji,
w pracach [41] i [99], zostala zdefiniowana Wright—-wypuklos¢ wyzszych rzedow: funkcja f jest
Wright-wypukta rzedu n (n—Wright—wypukta, w skrocie), gdy

(11) Apyohpyr [(@) 20
dla wszystkich x € Z and hq,...,hp41 > 02z 2+ hy + -+ + hypp1 € Z. Oczywiscie, rozwazajac
wyzej hy = -++ = hpy1 = h, otrzymujemy AZHf(x) > 0, co oznacza, ze kazda funkcja n—Wright

wypukla jest n—Jensen wypukta.

Powstaje naturalne pytanie, czy jest prawdziwe zdanie odwrotne, tzn. czy funkcje n—Jensen—
wypukte sg réwniez funkcjami n—Wright—-wypuktymi. Dla n = 1 nie jest trudno da¢ negatywna
odpowiedZ. mianowicie, funkcja f : R — R dana wzorem f(x) = |a(z)|, gdzie a : R — R jest
nieciagla addytywna funkcja jest Jensen—wypukla, ale nie jest Wright—wypukla (por. [122]). w
wielu pracach ( patrz np. [41, 42, 99]) mozna znalezé intensywne badania dotyczace Wright-
wypuktosci wyzszych rzedéw. Jakkolwiek, wspomniany wyzej problem nie byl tam rozwazany.
W pracy [R5] wypelniamy te luke poprzez podanie negatywnej odpowiedzi dla wszystkich n
dodatnich catkowitych (praca [R5| jest cytowana w [74]). Nalezy podkresli¢, ze dla n > 1
(nieparzystych) odpowiedni przyklad nie jest tatwo skonstruowaé, tak jak to bylo w przypadku
n =1, tzn. w przypadku zwyklej Jensen-wypuklosci i Wright-wypuklosci. Zeby osiagnaé¢ nasz
cel wprowadzamy nowe narzedzia zwiazane z teoria miary, ktére, mamy nadzieje, moga okazaé
przydatne w dalszych badaniach. Nalezy wspomnieé, ze dla n parzystych wspomniany problem



8 Chapter 1. Wprowadzenie

pozostaje otwarty. Przeprowadzamy réwniez pewne rozwazania dla n = 2 zeby pokazaé, ze dla n
parzystych nasz problem wydaje sie by¢ dosé trudny.

Niech n bedzie naturalna liczba nieparzysta i niech H C R bedzie baza Hamela, taka ze
hi,...,hnt1 € H sa rozne i dodatnie. Niech a : R — R bedzie addytywna funkcja, taka ze

a(hy) = =1, a(hg) =--+=a(hpt1) = 1. My dowodzimy, ze funkcja f : R — R dana wzorem

(12) f(@) = (ala))"

jest n—Jensen—wypukta, ale nie jest n-Wright-wypukta (patrz [R5], Theorem 2.3). Jest to jeden
z gtownych wynikéw rozprawy.

Faktycznie, poniewaz funkcja a jest addytywna, otrzymujemy, ze funkcja f is n—Jensen—
wypukla (patrz [R5]|, Corollary 2.2). Zeby udowodnié, ze f nie jest n—-Wright-wypukla wystarczy
pokazaé, ze

(13) Ah1~~- hnt1 f(O) = vh1~--hn+1 f(hl +-- hﬂ-‘rl) =-1

Jednakze to zadanie nie jest trywialne. Wymaga wprowadzenia nowych narzedzi i jest raczej
dtugie. Wstepnie, zeby rzucié¢ nieco §wiatta na charakter naszej gtéwnego problemu, rozwazamy
rownosé (13) dla n = 3 (see [R5], p. 263-264). W ogolnym przypadku, dowod réwnosci (13)
jest trudny. Rozwazamy pewien operator Jh h,...h,., ([R5], p. 266), ktory, jak pokazujemy, jest

operatorem odwrotnym do operatora Vj, .4, . ,. Nastepnie, uzywajac tego operatora, definiujemy

pewne miary p; = Jhy...hn,s10n;» = 1,...,n + 1, oraz miar¢ znakowang p okreslong wzorem
=g+ -+ ppy1 — w1, dla ktérej mamy réwnosé
(14) vhl---hn+1f(h1 +-+ hn+1) = vhl---hn+1(nu‘ + 5h1)n(h1 +-+ hn+1)7

(patrz [R5], Theorem 4.5). Dalej, dowodzimy, ze zachodza nastepujace réwnosci:

f(@) = (p+06n)"(z), x€A,
(1 +6p,)"(x) = () — (=1)"0n, (), =€ A,
Vg (hy + -+ hyyr) =0,

Vh1,-<~7hn+16h1 (hl +ee hn+1) = (_l)na
gdzie A jest pewnym podzbiorem R (patrz [R5], Theorem 4.5, Lemma 4.6), z ktorych, w potaczeniu
z (14), wynika ostatecznie nasza rownosé (13).

4. Funkcje n-wypukle. Reprezentacja catkowa

Ilorazy réznicowe. Dla n+1 parami réznych punktow z1, ..., 2,41 € I okreslamy rekurencyjnie
iloraz réznicowy n—tego rzedu (w skrocie iloraz réznicowy )funkcji f: I — R:
[$27'--axn+l;f] - [mlw"axn;f]

[z1; f] = f(x1), [x1,...,%ny1; f] = )

Tn+1 — T1

W szczegolnoscei
[z1,22; f] = 7]0(%2) M) )
o — X1
wiec zwykly iloraz roéznicowy jest ilorazem réznicowym pierwszego rzedu.
Na okreslenie tego pojecia literatura angielskojezyczna uzywa terminu divided differences.
Tlorazy réznicowe maja podstawowe znaczenie w analizie numerycznej. Ich wtasnosci sa dobrze

zbadane (zob. np. [55, 79, 136]).

Funkcje n-wypukle — definicja. Mozna zauwazy¢, ze funkcja f : I — R jest wypukta wt-
edy i tylko wtedy, gdy dla kazdych trzech parami réznych punktéw xy,xo,x3 € I, iloraz roézni-
cowy [x1,22,xs3; f] jest nieujemny. Sladem takiego rozumienia wypuklosci podazyt jako pier-
wszy niemiecki matematyk Hopf. W swojej rozprawie doktorskiej [565] z roku 1926 rozwazal
funkcje z nieujemnymi ilorazami réznicowymi dowodzac m. in. podstawowych wtasnosci regu-
larnos$ciowych. Nie uzyl jednak zadnej nazwy dla klasy badanych przez siebie funkcji. Dopiero
osiem lat pozniej rumuriski matematyk Popoviciu w swojej rozprawie doktorskiej [136] wprowadzit
nazwy .funkcje wypukte wyzszych rzedéw” oraz ,funkcje n—wypukte”.
Niech n € N. Funkcje f : I — R nazywamy n—wypukte (wypuklq n—tego rzedu), jesli

[xl,...,a:7l+2;f] 2 0

dla kazdych n + 2 parami réznych punktéow zi,...,x,4+2 € I. Funkcja f jest n—wklesta, jesli
funkcja —f jest n—wypukta.
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W ten sposob funkcje 1-wypukle sa wypukte w zwyklym sensie.

Funkcje n-wypukle — wlasnosci. Wiele wynikéow o funkcjach n-wypuklych mozna znalezé,
miedzy innymi, w [141, 79]. W szczegolnosci, wiemy ze, funkcja f(z): (a,b) — R jest n-wypukla
(n > 1) wtedy i tylko wtedy, gdy jej pochodna prawostronna fl(zn)(x) (lub lewostronna fén)(x))
istnieje i jest nie-malejaca na odcinku (a,b). W dalszym ciagu pracy f (”)(:I:) bedziemy uzywaé do
oznaczenia [0 (z).

Funkcje n-wypukle — reprezentacja catkowa. Jezeli f(z) jest wystarczajaco gltadka na [a, b]
(tzn. jest (n + 1)-razy rozniczkowalna na [a, b] w sposob ciagly, przy czym na konicach przedziatu
zaklada sie rézniczkowalnosé z lewej, badz odpowiednio z prawej strony), wtedy ze wzoru Taylora
otrzymujemy

- f(k)(a)(l'_a)k 1 ’ n g(n
flay =S TR Z O Ly e
k=0 a
(z € (a,b)), gdzie (v — 1)} " = max{(z — t)"~1,0} (patrz [131]).
Zalozmy, ze f(x) jest n-wypukla na (a,b) (n > 1). Wtedy pochodne lewo i prawostronne
n-tego rzedu ( é") (z) and f}(%") (z)) istnieja na (a,b). Dodatkowo, obie te funkcje sa niemalejace.
Z taka funkcja f zwiazujemy pewna miare p zdefiniowana na (a,b) nastepujacym wzorem

wllew)) = 1 () = 117 (@),
dla a < 2 < y < b. Jest to nieujemna borelowska miara na (a,b). Jesli granica prawostronna
1(;)((1) = limg_ o1 fl(%n)(x) jest skonczona, wtedy miara p moze by¢ rozszerzona do ograniczone;
(skoriczonej) miary na calym odcinku [a, ¢], dla wszystkich ¢ < b. W tym przypadku funkcja f(x)
ma reprezentacje

n (k) a)(z — a)k b
fay = 3o Lt o | = ordute),
k=0 ) cJe

dla wszystkich x € (a,b). Jesli nie mozemy rozszerzy¢ miary p do punktu koncowego a, wtedy
bedziemy mie¢ te reprezentacje tylko na domknietych podprzedzialach przedziatu (a,b). Twierdze-
nie odwrotne rowniez zachodzi. Wyniki te mozna znalezé w Popoviciu [136] (patrz tez Karlin
i Studden [76], Bullen [22], Brown [21], Granata [45], Pinkus i Wulbert [131]). Inaczej mowiac,
powyzsza reprezentacja jest prawdziwa dla x € (a,b), jezeli p jest o wahaniu skoriczonym na (a, b),
w przeciwnym razie mamy te reprezentacje tylko na podprzedziatach domknietych (a, b).

W pracy [R1], podaje analogiczna reprezentacje catkowa, w ogolnym przypadku. Reprezen-
tacja, ktora otrzymuje ([R1], Theorems:2.9 and Theorem 2.10) dotyczy miar p z niekoniecznie
skoniczonymi wahaniami. Jest to jeden z gléwnych wynikéw rozprawy. Niech € € (a,b). Dowodze,
ze n-wypukta funkcja f: (a,b) — R ma reprezentacje dana wzorem

wril= (=W (o —wy
(15) f(x) = /( £]<_1) +1T+M(n)£—(du) + /[5 ) T+M(n)£+(du) + Q¢ (),
daie e (du) = dLFO) () = FOED], pes (du) = dLf0 () — FO(E4)]s, Qe € L, (R,
Theorem 2.10). Ponadto. miara fi(,) = fhnye— + f(n)e+ jest niezalezna od & oraz zachodzi wzor
Pny (du) = df (") (y). Miara H(n) jest nazywana miara spektralng odpowiadajaca funkcji f. Jezeli
przynajmniej jedna z granic jednostronnych lim, . fl(%n)(x) lub limg _p_ én) (z) jest skoriczona,
to w powyzsze] reprezentacji, moze wystepowaé tylko jedna z calek, pierwsza (z & = b) lub druga
(z £ = a), odpowiednio ([R1], Theorem 2.9). Natomiast, jezeli obie powyzsze granice jednostronne
sa nieskoriczone to w reprezentacji (15) musza by¢ dwie calki (z £ € (a,b)).

n-wypuklosé i wielokrotna monotonicznosé. Zgodunie z klasyczna definicja (patrz Williamson
[185]), funkcja f: (a,b) — R jest nazywana (n+ 1)-krotnie monotoniczng nierosngeg (n > 1), gdy
(—1)* f*)(z) jest nieujemna, nierosnaca i wypukta dla z € (a, b) i dla wszystkich k = 0,1,...,n—1.
Gdy n = 1, f(x) jest zwykta funkcja nieujemna i nierosnaca. Zbior wszystkich takich funkcji
bedziemy oznaczaé jako M, 11)—((a,b)). Kazda f € M(,41)—((a,b)) jest dana wzorem

br_ z—u)?
(16) sy = [ EE s,

dla z € (a,b), gdzie B(u) jest funkcja niemalejaca (patrz Williamson [185]).
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Funkcja f jest nazywana (n + 1)-krotnie monotoniczng niemalejgceqg (w skrocie (n+ 1)-krotnie
monotoniczng) (n = 1), gdy f*)(x) jest nieujemna, niemalejaca i wypukta dla = € (a,b) i dla
wszystkich k = 0,1,2,...,n—1. Gdyn =1, f(x) jest zwykla nieujemna funkcja niemalejaca. Zbior
wszystkich takich funkcji bedziemy oznacza¢ jako M,41)1((a,b)). Kazda f € M(,411)4((a,b))
ma reprezentacje

b (x _ u)n

(1) fo) = [P as,

dla z € (a,b), gdzie 5(u) jest funkeja niemalejaca. Gdy f jest postaci (17), wtedy bedziemy pisaé
f=1I1,.(B), i powiemy, ze f jest generowana przez funkcje 3.

Korzystajac z reprezentacji (15), otrzymujemy, ze n-wypukta funkcja f: (a,b) — R moze byé
przedstawiona w postaci sumy dwoch (n + 1)-krotnie monotonicznych funkcji oraz wielomianu
stopnia co najwyzej n (|[R1], Theorem 3.2)

f(@) = My(z) + Ma(z) + Q(x),
dla z € (a,b), gdzie (—=1)" "' M;(z) € M(n11)-((a,8)), Ma(z) € M(11)+((€,))), z a < £ < b oraz
Q(z) € II,.
Jednym z zastosowan powyzszego twierdzenia jest uzyskanie twierdzenia o reprezentacji funkeji
n-Wright-wypuktlej (J[R1], Theorem 3.6), ktore uzupetnia i uogélnia wyniki Maksy i Palesa [99].

Wzgledna n-wypuklosé. Reprezentacje dana wzorem (15) bede dalej stosowa¢ przy badaniu
wzglednej n-wypuktosci ([R1], Theorems 4.3-4.7 and 4.10-4.12), silnej n-wypuktosci ([R1], Theo-
rem 4.15, Corollary 4.16) oraz interpolacji funkcji przez funkcje n-wypukle (|[R1], Theorem 5.4).
Wyniki te uzupekliajg i uogodlniaja wyniki o silnej n-wypuklosci podane przez Gera i Nikodema
w [40] oraz wyniki Wasowicza podane w pracy [181], o wlasnosciach typu podparciowego dla
funkeji n-wypuktych, miedzy innymi.

Niech ¢: (a,b) — R bedzie funkcja n-wypukta. Mowimy, ze funkcja f: (a,b) — R jest n-
wypukta wzgledem g, jesli f — g jest n-wypukla, i oznaczamy to jako f >, g. Zauwazmy, ze jezeli
f jest n-wypukta wzgledem g, to obie funkcje f — g oraz g sa n-wypuktle. Piszac f = g+ (f — g),
otrzymujemy, ze f koniecznie musi by¢ n-wypukla.

Znanych jest wiele uogdlnienn wypuktosci poprzez wzgledng wypuktosé. Wzgledna n-wypukltosé
zdefiniowana wyzej jest uogodlnieniem wzglednej wypuklosci (dla n = 1) badanej w pracy [76]
Karlina i Studdena (patrz rowniez [24], [52], [125], [129]).

Wzgledna n-wypuklosé indukuje czeéciowy porzadek w rodzinie pewnych podzbioréw zbioru
funkeji n-wypuktych (JR1], Theorem 4.5). Badam miare n-wypuklosci funkeji n-wypuktej f, ko-
rzystajac z miar n-spektralnych wystepujacych w reprezentacji funkeji n-wypuklej ([R1], str. 743).
Podaje charakteryzacje wzglednej n-wypuklosci w terminach miary n-wypuktosci, jak réwniez
w jezyku pochodnych dystrybucyjnych n-tego rzedu, jak réwniez w jezyku pochodnych Radona-
Nikodyma ([R1], Theorem 4.7). Wykorzystujac rozktad Lebesgue’a miary n-spektralnej odpowiada-
jacej funkeji n-wypuklej f, rozwazam odpowiadajacy mu rozklad funkcji f ([R1], Remark 4.8).
Rozklad ten jest zastosowany do otrzymania pewnych uzytecznych wlasnosci wzglednej n-wypukto-
sci ([R1], Theorems 4.10 — 4.12).

Silna n-wypuklos$é. Funkcja f: (a,b) — R jest nazywana silnie wypukte z modutem ¢ > 0, gdy

fltz+ (1= t)y) < tf (@) + (1= 1) f(y) — ct(1 = t)(z —y)?,

dla wszystkich z,y € (a,b) i t € [0,1]. Silnie wypuktle funkcje byly wprowadzone przez Polyaka
w [135]. Pewne ich wlasnosci mozna znalezé |, miedzy innymi, w [141], [54], [134]. Silna wy-
puklo$é mozna scharakteryzowac w jezyku wypuktosci. Funkcja f: (a,b) — R jest silnie wypukta
z modulem ¢ > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja f(x)—cx? jest wypukta. Funkcja silnie wypukta
dwukrotnie rézniczkowalna moze by¢ scharakteryzowana w jezyku drugiej pochodnej f”(z), jako
funkcja dla ktorej f”/(z) > 2¢ (z € (a,b)).

Jako uogolnienie silnej wypuktosci z modulem ¢, w pracy [R1|, definiuje silna n-wypuktosé

z modulem ¢ ([R1], str. 745). Mowimy, ze funkcja f jest silnie n-wypukta z modutem ¢ (n > 1,
¢ > 0), gdy f jest n-wypukla wzgledem funkcji g(x) = % Wtedy silna wypukltosé z mod-

ulem 2¢ (patrz Roberts and Varberg [141]) pokrywa sie z nasza silng 1-wypukloscia z modutem

c. Piszac f(z) = (f(x) - ”(f;;;)l:) ”(fl(j:)l,), otrzymujemy, ze f jest silnie n-wypukla z mod-

utem ¢ > 0, to f jest réwniez n-wypukla. Zauwazmy, ze silna n-wypuklos¢ byla niezaleznie
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zdefiniowana rowniez przez R. Gera and K. Nikodema w [40] inaczej, mianowicie w jezyku ilo-
razéw roznicowych, w ten sposéb, ze silna n-wypuklo$é z modutem ¢ pokrywa sie z silna n-
wypukloécig z modulem m wedlug naszej definicji podanej w pracy [R1]. W pracy [R1]
podaje charakteryzacje silnej n-wypuklosci funkcji f z modutem ¢ bez zadnych dodatkowych
warunkow dotyczacych rézniczkowalnosci funkeji f, i jako wniosek otrzymuje charakteryzacje sil-
nej n-wypuktosci dla funkeji (n + 1)-krotnie rézniczkowalnych. Funkcja n-wypukla f jest silnie
n-wypukla z modutem ¢ ([R1], Theorem 4.15) wtedy i tylko wtedy, gdy f("*1)(z) > cdlax € (a,b)
A p-w. (X oznacza miare Lebesgue’a). Inaczej mowiae, funkcja f silnie n-wypukla jest to funkcja
postaci f(x) = feont(z) + R(z) (z € (a,b)), gdzie funkcja feont: (a,b) — R jest (n + 1)-krotnie
rozniczkowalna i silnie n-wypukla z modutem ¢, a funkcja R: (a,b) — R jest n-wypukla i taka ze
R (z) =0 dlax € (a,b) A p.w. ([R1], Corollary 4.16). Jako wniosek, otrzymuje charakteryza-
cje funkeji f, ktore sg silnie n-wypukle z modutem ¢ oraz (n + 1)-krotunie rozniczkowalne ([R1],
Corollary 4.17) jako funkeji dla ktorych f("*1(z) > ¢ (x € (a,b)). Te charakteryzacje funkeji,
ktore sa silnie n-wypuktle i (n + 1)-krotnie rézniczkowalne mozna znalezé rowniez w pracy [40].

Wtlasnosci typu podparciowego dla funkcji n-wypuklych. Wiadomo, ze funkcji wypuktej
f: 1 — R, w kazdym punkcie wewnetrznym I odpowiada podparcie afiniczne (tzn. dla kazdego
xo € IntI istnieje funkcja afiniczna a: I — R taka, ze a(xg) = f(xo) i @ < f on I). Funkcje
wypukle wyzszych rzedow (dokladniej nieparzystych rzedéw) maja podobna wlasnosé; sa one pod-
pierane przez wielomiany rzedu nie wyzszego niz rzad wypuktosci (patrz Kuczma [79], Popoviciu
[136], Roberts and Varberg [141]). W pracy [181] Wasowicz wprowadzil podparcia wielomianowe
typu (I1,...,1x), 1 udowodnil, ze n-wypuktle funkcje sa podpierane przez wielomiany, ktore sa pod-
parciami typu (ly,...,lx), w punktach z1,...,2 € I, gdzie Iy + ...l = n+1, k < n. Liczby
ly,...,l, moga by¢ interpretowane jako krotnosci punktow xy, . .., x, odpowiednio. W pracy [R1]
wykorzystuje powyzsze wyniki Wasowicza [181], otrzymujac ogdlniejszy wynik, ze dla kazdych
dwoch funkeji n-wypuklych f i g, takich, ze f jest n-wypukla wzgledem g, funkcja g jest pod-
parciem typu (ly,...,l;) dla funkcji f, z dokladnoscia do pewnego wielomianu p € II,, ([R1],
Theorem 5.4).

5. Randomizacja funkcji n-Wright-wypuklych

Klasy W,,(0,Q). Oznaczmy, dlan =1,2,...

My = My ((—00,00)) = {f: R = R; f jest n-krotnie monotoniczna (niemalejaca) }.

Niech Mo = {f’: f € M1}, gdzie f' oznacza tutaj pochodna dystrybucyjna. Funkcja f: R —
R jest catkowicie monotoniczna (niemalejaca), gdy £ (z) > 0 dla wszystkich = € R i dla wszys-
tkich n € N. Niech M, bedzie klasa wszystkich funkcji catkowicie monotonicznych. Kazda
f € Mo ma reprezentacje ([179])

fla)= [ " eudp(u),

dla wszystkich = € R, gdzie 5(u) jest niemalejaca.

Niech @Q € {Mg, M1, Ma,...}. Niech f € @ iniech © bedzie zmienna losowa skoncentrowana
na [0,00) (pe # dp). Niech n > 1. Niech Oy, ...,0,, beda niezaleznymi kopiami zmiennej losowej
©. Na podstawie (8) i (11) funkcja f: R — R jest (p — 1)-Wright-wypukta (p > 2), gdy

(18) Viyn, f(x) 20,
dla wszystkich z € R i hq,...,h, > 0. Bedziemy rozwazaé¢ pewne uogoélnienie funkcji spetnia-
jacej (18). Zamieniamy w (18) hq,...,h, przez zmienne losowe ©4,..., 0, (p = 1,2,...,n), a

nastepnie bierzemy warto$¢ oczekiwana. Mowimy, ze f € Q jest n- krotnie ©-Wright-wypukta
wzgledem @ [R3], gdy

EVe,.0,f(x)eQ, p=1,2,...,n.

Niech W,, = W, (0,Q) (n = 1,2,...) bedzie zbiorem wszystkich funkcji f € @ takich, ze f jest
n-krotnie ©-Wright-wypukla wzgledem @. Definiujemy Wy (0, Q) = Q, W(0,Q) = W1(0,Q).
Rozwazmy przypadek, gdy Q = My. Mamy wtedy

fe Wn(@,./\/lo) = EV@I___@kf(x) >0, k=1,2,...,n.

Inaczej mowiac, f moze by¢ uwazana za zrandomizowana wersje funkcji (n — 1)-krotnie-Wright-
wypuklej.
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Klasy W;(©, M;). Miary ©-nadniezmiennicze. Rozwazmy teraz przypadek, gdy Q = M;
in =1 Jezeli f € My, to f jest dystrybuanta miary v, takiej, ze v((—o0,x)) = f,(x) = f(z)
(x € R). Stad, mozemy utozsamiac¢ klase funkcji W1(0, M) z klasa M (0©) skladajaca si¢ z miar
v speliajacych nieré6wnosé

(19) EVov >0,

gdzie EVev(B) = v(B) — Ev(B — ©), gdy v(B) < oo (B € B(R)). Miare v spelniajaca
nieréwnosé (19) bedziemy nazywaé miara ©-nadniezmienniczq. Zauwazmy, ze nieré6wnosé ta moze
by¢ przepisana w postaci

v(B) > Ev(B —0) (B € B(R)).

W pracy [R2] stosujemy twierdzenie Choqueta theorem o reprezentacji punktéow zwartego zbioru
jako barycentrum zbioru punktéw ekstremalnych ([130], p.17), w celu otrzymania reprezentacji
calkowej miar v spelniajacych powyzsza nier6wnosé ([R2], Theorem 4.3). Podajemy rowniez
reprezentacje catkowa tych miar w szczegélnych przypadkach zmiennych losowych © ([R2], The-
orem 4.4). Miare probabilistyczng skoncentrowana w punkcie = (x € R) bedziemy oznaczaé jako
0. Zauwazmy, ze gdy ve = Jp, dla pewnego h > 0, to v jest © nadniezmiennicza, gdy

(20) Apv > 0.

Stad miary ©-nadniezmiennicze moga byé¢ uwazane jako zrandomizowane wersje miar spelniaja-
cych (20) (albo jako losowo nadniezmiennicze wzgledem ©). W pracy [R2]| dowodze, ze istnieje mi-
ara v oraz zmienna losowa O, takie, ze v jest ©-nadniezmiennicza, jakkolwiek, nie istnieje h > 0 dla
ktorego zaleznosé (20) byltaby spelniona (patrz [R2], Remark 4.5). W pracy [P11] mozna znalezé
charakteryzacje miar spelniajacych (20), dla wszystkich h € H, gdzie H C [0,00). Niech £(X)
oznacza rozklad probabilistyczny zmiennej losowej X. Miary spelniajace nieréwnosé typu (20) po-
jawiaja sie w rachunku prawdopodobieristwa przy badaniu tak zwanych klas L. (with ¢ = exp(—h),
patrz [90]) skladajacych sie z rozkladéw zmiennych losowych Y, dla ktorych spetnione jest row-
nanie L(Y) = L(cY + X), z pewna zmienna losowa X taka, ze Y 1 X are sa niezaleznymi zmien-
nymi losowymi. Wtedy miary spektralne Lévy’ego odpowiadajace mierze nieskoriczenie podzielnej
z klasy L. (w reprezentacji Lévy-Khinthine’a) spelniaja multiplikatywna wersje nieréwnosci (20).
Z kolei, ©-nadniezmiennicze miary pojawiaja sie w rachunku prawdopodobieiistwa przy badaniu
tzw. perpetuit [178], spemiajacych stochastyczne rownanie L(Y) = L(EY + X)), gdzie YV, £ 1 X
sa niezaleznymi zmiennymi losowymi (z £ = exp(—0)).

Zrandomizowane operatory réznicowe i przesuniecia. Niech f: R — R bedzie funkcja
i niech A > 0. Przypomnijmy definicje operatora przesuniecia i réznicowego (wstecznego) 7, 1 Vj
zdefiniowanych nastepujaco

(21) mf(x) = f(x—h), weR,

(22) Vinf(@) = f(z) = f(x = h), zeR,

odpowiednio. Zamieniajac w (21) i (22) liczbe rzeczywista h przez zmienna losowa © i biorac
wartosci oczekiwane, definiujemy zrandomizowane operatory przesuniecia i réznicowego U and ®
jako

(23) Uf(x)= Uef(z)= Etef(z), z€R,

(24) of(r) = Pof(z)= EVef(z), zeR,

odpowiednio. Tterujac (23) i(24) definiujemy U™ i ®™ dla n = 1, 2,.. ., nastepujaco

(25) U'f(z) =Usf(z) = Ue,..0.f(x)= Us,(Ue,_,..0,f(z)),
(26) " f(x) = PgF(z) = Po,..0,f(x) = Po,(Pe, ,..0,f(z)),
gdzie O1,...,0, sa niezaleznymi kopiami zmiennej losowej ©. Dla n = 0 definiujemy U°f(z) =

f(z) i <I>Of(:1c’) =0.
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Generatory funkcji z klas W, (0,Q). Niech O, 0,,... beda niezaleznymi kopiami © i niech
G € Q. Definiuje operator J(G) nastepujaco

(27) J(G)=Jo(G)=> Ue,.0,G=)Y U"G.
n=0 n=0

Iterujac (27), definiuje J” (n=1,2,...)

(28) JNG) = J(J"HG)),

przyjmujac umowe, ze J°(G) = G. Wtedy f € W, (0,Q) ( [R3])Lemma 2.7, Theorem 2.8) wtedy
i tylko wtedy, gdy

(29) [= Jn(Gn)a
gdzie G,, € Q. Funkcja G,, opisana wyzej jest jedyna, ponadto mamy, ze
(30) G, = ®"f.

Inaczej mowiac, uzywajac operatora J", przy pomocy wzoru (28), mozna otrzymywaé funkcje
z klasy W, (0, Q). Ponadto, dla danej f € W, (0, Q), na podstawie wzoru (30), uzywajac oper-
atora ®" dostaje sie funkcje G,, ktora jest funkcja generujaca. Stad, mozemy powiedzie¢, ze f
jest generowana przy pomocy funkcji G,, i bedziemy nazywaé¢ G,, generatorem funkcji f. Oper-
atory J™ and ®" sg operatorami wzajemnie odwrotnymi. Wzory (28) i (30) sa uzyteczne przy
otrzymywaniu reprezentacji catkowych funkcji nalezacych do klasy W, (0, Q) ([R3|, Lemma 2.12).

Przypadek wykladniczy, © ~ Exp(1).

Podaje reprezentacje catkows funkcji z klas W, (Exp(1),M,) (n = 1,2,..., j = 0,1,2,....)
(see [R3|, Theorem 3.3, Theorem 5.2, Remark 5.4). Dowodze, ze jezeli f € W, (Exp(1), M),
to U]Z:.pr(l) f € Myus1 (JR3], Theorem 3.6). Podaje rowniez inny sposob generowania funkeji
z klas W,,(Exp(1), M1). Pokazuje, ze funkcja f € W,,(Exp(1), M;) moze by¢ przedstawiona jako
pewna suma generowana przez funkcje z klasy M, 11 ([R3|, Theorem 3.9). Badam réwniez klase
Weo (0, Q) funkcji catkowicie ©-Wright-wypuktych, zdefiniowana nastepujaco

(0,Q) = [ Wa(8,Q).

n=1
Dowodze, ze

Woo (Exp(1), M1) = Mo

(patrz [R3], Theorem 4.1). Jest to bardzo ciekawy wynik, ktorego pokazanie nie bylo proste.
Trzeba bylo wykonaé wiele przeksztalcen tak, zeby otrzymaé¢ pewien ciag dazacy w granicy do
funkcji wyktadniczej. Dowdd wymagal uzycia metod i twierdzen z teorii miary (np. twierdzenie
Helly’ego o wyborze).

Przypadek dyskretny, © = X,.
Rozwazam zmienng losowa © = X, taka, ze

px, =g +psr (0<p<1l, g=1-p).
Otrzymuje reprezentacje catkowa funkeji z klasy Wy, (X,, M;) (n =1,2,..., j = 0,1) oraz z klasy
Woo(Xp, M;) (n=1,2,..., j =0,1) (patrz [R3], Theorem 7.1, Theorem 7.4). W szczegolnosci
dowodze, ze
Moo G Weo(Xp, My).

Jak widzimy, w tym przypadku nie ma réwnosci.

Wersja multiplikatywna. Badam réwniez przypadek multiplikatywnej wersji funkcji wielokrot-
nej Wright-wypuklej, otrzymujac reprezentacje catkowe (patrz [R3], Theorem 6.2, Theorem 6.3).

Problemy otwarte. W [R3| (Section 8, Remarks 8.1-8.10) podaje wiele otwartych problemow
dotyczacych zrandomizowanych funkcji wielokrotnie Wright-wypuklych. W szczegolnosci mogtoby
by¢ interesujace, czy zachodzi réwnosé¢ Weo (X, M) = My, w przypadku, gdy zmienna losowa
X ma rozktad dyskretny, ale nie arytmetyczny, np. P(X = 1) = p and P(X = 2) =1 —p
0<p<).






ROZDZIAL 2
(k, h)-wypuktle funkcje

1. h-wypuktle funkcje
Przypomnijmy definicje h-wypuktych funkcji wprowadzong przez VaroSanec [177].

DEFINICJA 1. Niech I bedzie przedzialem rzeczywistym i niech h : (0,1) — R bedzie funkcja
nieujemna, h # 0. Nieujemna funkcja f : I — R jest nazywana h-wypukla, jesli dla wszystkich
z,y € lite (0,1), mamy

(31) fte+ (1 =t)y) < h(t)f(x) +h(1 =) f(y).

Jest oczywiste, ze to pojecie uogodlnia pojecie zwyklej wypuklosci (dla h(t) = ¢, patrz np.
[79, 141]), s-Breckner-wypuktosci (dla h(t) = ¢° z pewnym s € (0, 1), patrz [20, 56|), P-funkcji
(dla h(t) = 1, patrz [128]) i Godunova-Levin funkcji (dla h(t) = ¢!, patrz [44]).

W ich ostatniej pracy [18], Bombardelli and VaroSanec otrzymali nastepujace nier6wnosci

typu Hermite’a-Hadamarda-Fejéra dla h-wypuktych funkcji (istnienie calek jest zakladane we
wszystkich wzorach).

STWIERDZENIE 2. ( [18] ) Niech f : [a,b] — R bedzie h-wypukta i niech g : [a,b] = R, g > 0
bedzie symetryczna wzgledem punktu ‘”b. Wtedy

(32)

- / ft)gt)dt < [f(a)+f(b)]-/0 h(t) - g(ta+ (1 —t)b) dt.

STWIERDZENIE 3. ( [18] ) Niech h bedzie zdefiniowang na [0, max{1,b— a}] i niech f: [a,b] - R
funkcjg h- wypukiq Ponadto, zaktadamy, ze g : [a,b] — R, g > 0 jest symetryczna wzgledem
punktu <t g f g(t)dt > 0. Wtedy

(33) (45 <e [ swota

2h (%
gdzie C' = bi(Q).
[, g(t)dt

W [149] Sarikaya, Set i Ozdemir udowodnili inna wersje nieréwnosci Fejéra dla h-wypuklych
funkcji.

STWIERDZENIE 4. ( [149] ) Niech f: [a,b] — R bedzie h-wypukta i catkowalna, h (%) >0, i za-

ktadamy, ze g : [a,b] — R jest nieujemna, calkowalna i symetryczna wzgledem “+b. Wtedy
1 a+b b
. . d <
2h(;)f(2)/ x/f
3 < LT ooy + na - ). / o) d,
a

dla wszystkich t € (0,1).

W pracy [98], Maksa and Palés podali jeszcze ogolniejsza wersje rodzaju wypuklosci, doktad-
niej («, B, a, b)-wypuktych funkeji zdefiniowanych jako rozwiazania f spelniajace nieréwnosé funkcyjna

(35) fla@®z+ pt)y) <at)f(z) +b(t)f (),

gdzie ) #T C [0,1] i o, B,a,b : T — R sg danymi funkcjami.
W [R4] definiujemy i badamy wlasnosci (k, h)-wypuklych funkcji na k-wypuklej dziedzinie
([R4], Definitions 2.1 and 2.4). Odwzorowanie takie speliaja nieréwnosé (35) z T = (0,1)

15
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iat) = k), B(t) = k(1 —t), a(t) = h(t), b(t) = h(1l —t). W szczegolnosci, mamy ze (k, h)-
wypuklo$é jest uogodlnieniem s-Orlicz-wypuklosci (patrz [30, 56|), podaddytywnosci (patrz np.
[101, 145]) i h-wypuklosci.

Ponadto, dowodzimy dwie nieréwnosci typu Hermite’a-Hadamarda-Fejéra dla (k, h)-wypuktych
funkcji (JR4], Theorems 3.1 and 3.5), i stosujemy je do wielu ciekawych klas odwzorowan.

2. k-wypuktle zbiory
Definiujemy klasy k-wypuktych zbiorow i (k, h)-wypuklych funkcji i omawiamy ich wlasnosci.

DEFINICIA 5. ([R4], Def. 2.1) Niech k : (0,1) — R bedzie dana funkcja. Wtedy podzbior
D przestrzeni rzeczywistej X bedziemy nazywaé k-wypuklym, gdy k(¢t)x + k(1 — t)y € D dla
wszystkich z,y € D it € (0,1).
Mozemy zauwazy¢, ze na podstawie definicji podanej wyzej, biorac odpowiednio dobrana funkcje
k, mozemy otrzymaé rodziny wielu znanych zbioréw.
PrzykraD 6. ([R4], Ex. 2.2.1)

1. Nasza definicja pokrywa si¢ z definicja zwyktej wypuktosci dla k(t) = ¢.

2. Jezeli k(t) = tv 2 p € (0,1), to D jest k-wypukly wtedy i tylko wtedy, gdy jest p-wypukly
(patrz np. [143]).

3. Dla s > 01i k(t) = t+, rodzina k-wypuklych zbioréw pokrywa sie z rodzing s-Orlicz-
wypuklych zbioréw zdefiniowanych przez Dragomira i Fitzpatricka w [30].

4. Gdy k(t) = 1 dla wszystkich ¢, to D jest k-wypukly wtedy i tylko wtedy, gdy (D, +) jest
polgrupa.

5. Dla k(t) = 3, nasza definicja generuje rodzing podwypuktych podzbioréw X.

6. Niech k bedzie zdefiniowana wzorem

(36) ko) = {Qt dlat <1

1
0 fort2§.

Wtedy D jest k-wypuklym zbiorem wtedy i tylko wtedy, gdy jest gwiazdzisty wzgledem 0, tzn.
tx € D dla wszystkich ¢t € [0,1] i € D.

Dalej, podamy pewne podstawowe fakty o k-wypuktych podzbiorach przestrzeni liniowe;j.

UwacA 7. ([R4], Rem. 2.3)

1. Kazda liniowa podprzestrzen Y przestrzeni X jest k-wypuklym podzbiorem X. Jednak
afiniczna podprzestrzen moze nie by¢ k-wypuktym zbiorem.

2. Jezeli k(t) > 0 dla wszystkich ¢, to kazdy punktowo wypukly stozek K C X, tzn. zbiér,
ktory jest zamkniety ze wzgledu na liniowe kombinacje z nieujemnymi wspoétczynnikami jest k-
wypukly.

3. Dla kazdej pary k-wypuklych zbiorow C, D C X i dla kazdej a € R, zbiory C + D i aD sa
réwniez k-wypukte.

4. Jezeli {Dy}aca jest rodzing k-wypuklych zbioréw, to ich przekroj (| D, jest rowniez

a€cA
k-wypukty.
5. Jezeli wszystkie zbiory D1 C Dy C D3 C ... sa k-to ich suma |J D, jest tez k-wypukla.
neN
6. Zalozmy, ze X jest metryczna liniowa przestrzenia oraz D C X jest k-wypuklym zbiorem.
Wtedy ich domkniecie clD jest tez k-wypuklym zbiorem.

3. (k,h)-wypukle funkcje

Jestesmy gotowi do podania definicji (k, h)-wypuklosci, ktorej pomyst jest rowniez jednym z
gltownych wynikéw tej rozprawy.
DErFINICIA 8. (|[R4], Def. 2.4) Niech k,h : (0,1) — R beda dwiema funkcjami i zalézmy, ze
D C X jest k-wypuklym zbiorem. Wtedy funkcja f : D — R jest (k,h)-wypukla, gdy dla
wszystkich z,y € D it € (0,1),

(37) F(k(®)z + k(1L = t)y) < h(t)f(x) + h(1 1) f(y).
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Jezeli w (37) nier6wno$é¢ zastapimy odpowiednio réwnoscia, f bedziemy nazywaé (k, h)-afiniczna
(ogolniejsze funkcje tego typu sa badane w [98]).

I znéw, powyzsza definicja stanowi uogoélnienie wielu wcze$niej znanych uogoélnien funkcji wy-
puktlych, ktore przedstawiamy nizej.

PrzykraD 9. ([R4], Ex. 2.5)

1. Dla k(t) = t, pojecie (k, h)-wypuklosci pokrywa sie z pojeciem h-wypuklosci danym przez
(5) (bez dodatkowego zalozenia nieujemnosci).

W szczegolnosci dla odpowiednio dobranych funkcji h, warunek (6) generuje rodziny funkcji
wypuktych, s-Breckner-wypuktych funkcji, P-funkcji i Godunova-Levin funkcji.

2. Jezeli s > 0, k(t) = te i h(t) = t, to f is (k, h)-wypukla wtedy i tylko wtedy, gdy jest
5-Orlicz-wypukla.

3. Dla k(t) = h(t) = 1, klasa (k, h)-wypuklych funkcji sktada sie ze wszystkich podaddyty-
wnych funkcji.

4. Jezeli k(t) = h(t) = 3 dla wszystkich ¢, to warunek(37) odpowiada rodzinie Jensen-
wypuktych funkcji.

5. Niech k bedzie dana poprzez (36). Wtedy f jest (k, k)-wypukla wtedy i tylko wtedy, gdy
jest ona gwiazdzista, tzn. f(tz) <tf(z) dla wszystkich ¢ € [0,1] iz € D.

Zeby przekonaé sie o tym, ustalmy x,y € D i wybierzmy ¢ € (0,1). Wtedy, zakladajac, ze
f jest (k, k)-wypukta otrzymujemy

Fltz) = F(k(5)a+ K1 t/2)z) < K(3)F@) + K1~ 2)f(x) = £f(2)
F(O) = F(R(3)e + k(3)a) < KL @)+ K(3) () =
Z drugiej strony, jesli f jest gwiazdzista, otrzymujemy
f2t-z) <2t f(x) dla t € (0, %),
fk(t)z+k(1—1t)y) =< f(0) <0 dlat =1,

zatem warunek (37) zachodzi dla wszystkich ¢, biorac h = k.

Wiele znanych wlasnosci dotyczacych funkcji wypuklych jest réwniez spelionych dla funkcji
(k, h)-wypuktych. W szczegolnoscei, mamy
Wni0sek 10. (|[R4], Rem. 2.6)

1. Jezeli f,g : D — R sa (k, h)-wypuklymi funkcjami i ¢ > 0, wtedy f + g, ¢f sa rowniez
funkcjami (k, h)-wypuklymi.

2. Zalézmy, ze h > 0 i niech {f;};er bedzie rodzina (k, h)-wypuklych funkeji zdefiniowanych
na D. Wtedy, nietrudno jest sprawdzi¢, ze f = sup f; rowniez spelnia (6) dla wszystkich z,y i t.

i€l

3. Niech f bedzie (k,h)-wypukta funkcja z h(t) = t, i zdefiniujmy zbiér podpoziomicowy
fe={z e D: f(z) <c}. Wtedy zbior f¢ jest k-wypuklym zbiorem dla kazdego ¢ € R.

Faktycznie, dla z,y € f¢it € (0,1) otrzymujemy

fk()z+ k(1 —t)y) <t f(z)+ (1 —1t) f(y) <tc+ (1 —t)c=c.

4. Jezeli f jest (k, k)-wypukla funkcja z k£ > 0, to wykres funkcji f, tzn. zbior epi f = {(m, y) €
XxR:zxzeD,y> f(x)}, jest k-wypukty.

Wynika to z nieré6wnosci

(k) xr + k(1 —t)as) < k(t) - f(z1) + k(1 —1t) - fz2) < k@)y1 + k(1 — )ys,
ktora zachodzi dla (x1,y1), (z2,y2) €epifit e (0,1).
5. Przypus$émy, ze wykres funkcji f jest k-wypukly. Wtedy f jest (k, k)-wypukla funkcja.

Faktycznie, poniewaz Py = (z, f(z)) i P» = (y, f(y)) sa elementami wykresu, mamy k(t) - P, +
k(1 —1t)- Py € epif, co daje

FE)z + k(1 = t)y) < k() () + k1 =) f(y).
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6. Jezeli D jest k-wypuklym podzbiorem X i f : D — R jest (k, h)-afiniczng funkcja, to tatwo
jest sprawdzié, ze zbior f(D) jest h-wypukly w R.

7. Zalozmy, ze fi : D1 — R jest (k, h)-wypukly, fo: Dy — R jest (h, h)-wypukla niemalejaca,
i f1(D1) C Dy. Wtedy f = fa 0 f1 jest (k, h)-wypukla funkcja.

Rowniez mozemy zauwazy¢, ze kazda nieujemna (k, hi)-wypukla funkcja jest rowniez (k,hs)-
wypukta dla wszystkich ho > hy.

4. Nieréwnosci typu Hermite’a-Hadamarda-Fejéra dla (k, h)-wypuklych funkcji

W [R4] dowodzimy nowych nieréwnosci typu Hermite’a-Hadamarda i Fejéra dla (k, h)-wypuk-
tych funkcji. Ponizsze nier6wnosci stanowia jeden z gtownych wynikow rozprawy.

Od teraz, zakladamy, ze D jest k-wypuklym podzbiorem R i ze wszystkie rozwazane ponizej
calki istnieja.

Pierwsza nieré6wnos$é¢ typu Hermite’a-Hadamarda-Fejéra.

TwiERDZENIE 11. (|[R4], Th. 3.1, Pierwsza nieré6wno$é typu Hermite’a-Hadamarda-
Fejéra dla (k, h)-wypuktlych funkcji) Niech f : D — R bedzie (k, h)-wypuktq funkcjq z h(1/2) >
0, ustalamy a < b takie, ze [a,b] C D i niech g : [a,b] = R bedzie nieujemng funkcjg symetryczng
wzgledem (a +b)/2. Wtedy

Aa b b
(39) A LD [ ywyao < [ stwiota)

Pierwsza nier6wno$é typu Hermite’a-Hadamarda. Jezeli zalozymy, ze g(t) = 1 dla wszys-
tkich ¢ € (0,1), z (38) otrzymujemy pierwsza nier6wnosé¢ typu Hermite’a-Hadamarda dla (k, h)-
wypuklych funkcji.

WnioseEk 12. ([R4[, Cor. 3.2) Niech f : D — R bedzie (k,h)-wypuktq funkcjq z h(1/2) > 0
i ustalmy a < b takie ze [a,b] C D. Wtedy

-(a b
(39) AL L [ i

Pierwsza nieré6wno$é¢ typu Hermite’a-Hadamarda-Fejéra — przypadek szczegolny. Rozwa-
zajac (38) z k(t) = t'/* i h(t) = t, otrzymujemy

WnI0sEK 13. ([R4], Cor. 3.3) Przypusémy, ze f : D — R jest s-Orlicz-wypuktq funkcjg oraz
a,b, g spetniajq zatozenia Twierdzenia 11. Wtedy

(40) (55 [Cowar< [ 16

Uwaca 14. ([R4], Rem. 3.4)
1. Jezeli zastosujemy (38) do h-wypuklej funkcji f, otrzymamy (33), ktora jest rowniez lewa
strong (34).

2. Warunek (40) dla g = 1 daje nieréwnosé

a-+b
f(21/8)—b /f

ktora byla réwniez udowodniona w [31].

3. Z Twierdzenia 11, dla kazdej podaddytywnej funkcji f, zachodzi nastepujaca nieréwnoscé
typu Hermite’a-Hadamarda-Fejéra:

f(a—i—b) /b dm</ i

W szczegolnosci, dla g = 1 otrzymujemy nierownosé typu Hermite’a-Hadamarda
fla+Db) < .
2 “b—-a
4. Dla Jensen-wypuklej funkcji, na podstawie (38) i (39), otrzymujemy lewa strone klasy-
cznych nieréwnosci (3) i (2), odpowiednio.

b
f(z)dx.
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Druga nieré6wno$é typu Hermite’a-Hadamarda-Fejéra.

TwiIERDZENIE 15. (|[R4], Th. 3.5, Druga nier6wnos$¢ typu Hermite’a-Hadamarda-Fejéra
dla (k, h)-wypuktlych funkcji) Zaktadamy, ze f : D — R jest (k, h)-wypuktq funkcjg z h(1/2) >
0,a,be D,a<big:]|ab = R jest nieujemng funkcjg symetryczng wzgledem (a +b)/2. Wtedy

1 1
) /0 F(k(1/2) - [k(t) + k(1 —t)] - (a+ b)) - g(ta+ (1 — t)b) dt
g/ F(k(t)a + k(1 — 0)b) - gta + (1 — 0)b) dt
0
(41) < [f(a)+£(b)] /O h(t) - g(ta + (1 — t)b) dt.

Druga nieréwnosé typu Hermite’a-Hadamarda. Jako wniosek otrzymujemy druga nieréwnosé
typu Hermite’a-Hadamarda dla (k, h)-wypuktych funkcji.

WnIOSEK 16. ([R4], Cor. 3.6) Niech f : D — R bedzie (k, h)-wypuklq funkcjq, h(1/2) > 0
1 wybterzmy a,b € D takie, ze a <b. Wtedy

1 1
M/O F(R(L/2) - [B(8) + k(L= 1)] - (a + b)) dt

(42) < /0 F(k(£)atk(1 — t)b) dt < [f(a) + (b)) - /O h(t) dt.

Druga nieré6wno$é typu Hermite’a-Hadamarda-Fejéra — przypadki szczegodlne. Podal-
iSmy rowniez nastepujaca wersje drugiej nieréwnosci typu Hermite’a-Hadamarda-Fejéra s-Orlicz-
wypuklych funkcji.

Wn10sEK 17. ([R4], Cor. 3.7) Przypusémy, ze f : D — R jest s-Orlicz-wypuktq funkcjq i ze
a,b, g spetniajq zatozenia Twierdzenia 15. Wtedy

/0 f(211/ [E 4 (1) (a+b)) g(ta+ (1 —t)b) dt

< /1 F(tY%a 4 (1 —t)Y/*b) - g(ta + (1 — t)b) dt
0

1
(43) < [f(a) + f(b)] - /0 t-g(tat (1—t)b)dt.

Uwaca 18. ([R4], Rem. 3.8)
1. Stosujac (41) do h-wypuklej funkeji f, otrzymujemy nieréwnosci (32) i (33).
2. Jezeli f jest s-Orlicz-wypukla funkcja i g = 1, to na podstawie nieréwnosci (43) dostajemy

/Olf(Qll/s e+ =)t -(a+b)) dt

< /1 f(tl/sa +(1— t)l/sb) dt < M
0

2 )
ktora byta rowniez otrzymana w [31].
3. Jezeli f jest gwiazdzista i a,b # 0, prawa czes¢ (42) ma postaé

Lo Lo fla) + 5
[ [ raa < BOI,

ktora byla rowniez podana w [32, Theorem 196] z m = 0.

4. Dla funkcji wypuklych, na podstawie (42) i (41) otrzymujemy klasyczne nier6wnosci
(2) i (3), odpowiednio.






ROZDZIAY 3

Funkcje n-Jensen-wypukte oraz n-Wright-wypukte

1. n-Wright-wypuklos$é implikuje n-Jensen-wypuklosé
Przypomnijmy, ze f : R — R jest n—Wright—wypukta, gdy
(44) Apy by f(2) 20

dla wszystkich z € R 1 hq,...,hypy1 > 0. Oczywiscie, biorac wyzej hy = --- = hp41 = h, otrzy-
mujemy AZ“ f(x) = 0, co oznacza, ze kazda n—Wright wypukta funkcja jest n—Jensen wypukta.

2. Jensen-wypuklosé implikuje Wright-wypuktosé

Powstaje naturalne pytanie, czy odwrotna implikacja jest prawdziwa, tzn., czy n-Jensen—
wypukle funkcje sa réwniez n—Wright—wypukle. Dla n = 1 nie jest trudno da¢ negatywna
odpowiedz. Mianowicie, funkcja f : R — R dana wzorem f(x) = |a(z)|, gdzie ¢ : R — R
jest nieciagla addytywna funkcja jest Jensen—wypukta i nie jest Wright—-wypukta (patrz [122]).
Rzeczywiscie, ze znanego twierdzenia Ng’ego o reprezentacji (patrz. [119]) wiemy, ze jezeli funkcja
jest Wright—wypukla, to jest ona suma funkcji addytywnej i wypuktej. Gdyby f byta Wright-
wypukta, to wtedy albo f musialaby by¢ ciagla albo jej wykres bylby gesty na catej ptaszczyznie
(patrz np. [79]). Ale ani f nie jest ciagla, ani wykres f nie jest gesty na calej plaszczyznie. Stad
f nie jest Wright-wypukta.

Funkcje Wright—wypukte wyzszych rzedow badane sa w wielu pracach [41, 42, 99], ale w zad-
nej z nich nie byl rozwazany przedstawiony wyzej problem. W pracy [R5] podajemy negatywna
odpowiedz dla n naturalnych nieparzystych.

3. n-Jensen-wypuklosé
Przypomnijmy, ze dla € R mamy x4 = max{z,0} = %‘z‘
nastepujacy lemat.

iz% = (r4)". Nietrudno pokazaé

LEMAT 19. Niechn € N, ¢ > 0. Funkcja ¢ : R = R given by ¢(x) = ca’} jest n—Jensen—wypukta.
W pracy [R5] dowodzimy ogolniejsze twierdzenie, dla funkeji addytywnych.

TwIERDZENIE 20. ([R5], Cor. 2.2) Jezeli a : R — R jest funkcja addytywna i n jest naturalng
liczbg nieparzystq, to f(x) = a(x)? jest n—Jensen—wypukia.

4. Funkcja, ktora jest n-Jensen-wypukla i nie jest n-Wright-wypukla

W pracy [R5] wykorzystujemy funkcje addytywne skonstruowane w oparciu o baze Hamela.
Wiadomo, ze funkcja addytywna a : R — R jest jednoznacznie wyznaczona przez jej wartosci na
bazie Hamela (patrz np [79]). W ponizszym twierdzeniu podajemy przyklad funkcji, ktora jest
n-Jensen wypukta, ale nie jest n-Wright wypukta. Jest to jeden z gtéwnych wynikow rozprawy.

TwiIERDZENIE 21. ([R5], Th. 2.3) Niech n bedzie naturalng liczba naturalng i niech H C R
bedzie bazq Hamela, takq zZe hy,...,hny1 € H sq¢ dodatnie. Niech a : R — R bedzie addytywng
funkcja, takg Ze

a(hl) = _17 a(hQ) == a’(hn-l-l) =1.
Wtedy funkcja f : R — R zdefiniowana wzorem
(45) f(@) = (a@))"

jest n—Jensen—wypukta i nie jest n—Wright—wypukta.

21
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f jest n—Jensen wypukla. Z twierdzenia 20 funkcja f jest n—Jensen wypukta.

f nie jest n—Wright-wypukla. Zeby udowodnié, ze f nie jest n—Wright-wypukta, wystarczy
sprawdzi¢, ze Ap, .. n,,, f(0) = —1 (patrz (11)). Jakkolwiek to zadanie nie jest trywialne. Wymaga
to wprowadzenia nowych narzedzi i jest raczej dlugie.

5. Dwa przypadki szczegdlne
Przypadek n = 3. Jak juz o tym wspomnielismy, dowod Twierdzenia 21 jest trudny. Zeby

zilustrowa¢ zagadnienie, najpierw przedstawimy prostszy dowod w szczegélnym przypadku n = 3.
Wezmy baze Hamela H taka, ze hi, ho,hs,hy € H sa dodatnie. Niech a : R — R deme

addytywna funkcja, taka ze a(h1) = —1, a(hg) = a(hs) = a(hg) = 1. Niech f(z) = (a(z )) Na
podstawie Twierdzenia 20, funkcja f : R — R jest 3—Jensen—wypukta. Chcemy pokazaé, ze f nie
jest 3-Wright-wypukla. Zeby to udowodni¢, wystarczy sprawdzi¢, ze Ap, ponsh, f(0) = —1 <0,
wtedy nier6wnosé (44) nie zachodzitaby dla n = 3. Mamy

FO+ by + by + hs + ha) = (a(0) + a(hn) + a(ha) + a(hs) + a(hs))’ = 8.
Podobnie

f(0+h1+h2+h3) Zf(0+h1+h2+h4) = f(04+hy+ hs+ hy

f(O+ ho + hs + hy —27

( )=

( )
F(O+hy+ho) = f(O+hy+h3) = fO+hy +hy) =0,

)= )=

)=

)=

f(0+h2+h3)=f(0+h2+h4 f(0+h3+h4 8,
(0—|—h1 O7

f(O+h2) = f(O+h3) = f(0+ hy ,

£0) = 0.

Wtedy otrzymujemy
Ah1h2h3h4f( ) = f(0+ hy + ha + hg + hy)

— [f(O+ Ry + ha + h3) + f(O+ hy + ho + hy)
+ f(0+ hy + hg + ha) + f(O+ ho + h3 + hy)]

+ [f(O+ hy 4+ h2) + f(O+ hy + hg) + f(0+ hy + hy)
+ O+ ha + h3) + f(O+ ha + ha) + f(O+ hs + ha)]

— [f(O+hy) + O+ ha) + f(O+ h3) + f(O+ ha)]

+f(0)=8-30+24-3+0=—1.

Podobuny dowod powtorzylismy dla n € {5,7,9,11}, chociaz obliczenia byly przeprowadzone przy
pomocy komputera.

Przypadek n = 2. Przeprowadzimy teraz dyskusje przypadku n = 2, zeby przekonaé sie, ze
w przypadku n parzystych nasz problem nie jest latwy do rozwigzania. Dokladniej chcemy porow-
na¢ klase 2—Jensen—wypuklych funkeji z klasa 2-Wright—wypuktych funkcji.

By¢ moze funkcja f : R — R danej wzorem f(z) = |Q(x)l|, gdzie funkcja @ : R — R spelnia
rownanie funkcyjne kwadratowe

(46) Qz+y)+Qz —y) =2Q(z) + 2Q(y),

mogtlaby by¢ dobrym przykladem funkcji 2—-Jensen—wypuklej, ktora nie jest 2-Wright—wypukta.
Niestety, taka funkcja f moze nie byé¢ 2-Jensen-wypukla. Zeby sie o tym przekona¢ wezmy baze
Hamela H zawierajaca wektory 1, v/2 i v/2. Nastepnie rozpatrzmy funkcje addytywna a : R — R
zdefiniowana na H réwno$ciami a(1) = —9, a(v/2) = 4 oraz a(h) = 0 dla h € H\ {1,V2}. Wtedy
funkcja Q(x) = a(2?) spetnia réwnanie kwadratowe (46). Ostatecznie, dlaz =1, h=+v2—-1>0
mamy Q(z) = -9, Q(x + h) =4, Q(x +2h) =7, Q(x + 3h) = 0, zatem

Ajf(2) = A}1Q(x)] = |Q(z + 3h)| = 3|Q(z + 2h)| + 3|Q(x + h)| — |Q(x)] = ~18 <0,
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co, zgodnie z (9), dowodzi, ze f nie moze by¢ 2-Jensen—wypukta.

Majac na wzgledzie Twierdzenie 21, mozna byloby oczekiwaé, ze funkcja f(x) = (0L(35))2+

(dla odpowiednio wybranej funkcji @ : R — R) mogtaby by¢ dobrym przyktadem funkcji 2—
Jensen—wypuklej, ktora nie jest 2-Wright—wypukta. Jakkolwiek, takie funkcje nie sa 2—Jensen—
wypukte dla dowolnej nieciaglej addytywnej a i dla dowolnej funkcji postaci a(z) = cx z ¢ < 0, co
pokazujemy nizej. Jezeli a(x) = cx z pewnym ¢ > 0, to f jest ciagla, f jest 2-Jensen-wypukta.
stad, z ciaglosci, otrzymujemy, ze f jest rowniez 2-Wright—wypukta (patrz [79, Theorem 15.7.1]),
zatem nie jest ona dobrym kandydatem dla naszego przykladu.

STWIERDZENIE 22. ([R5]|, Prop. 3.1) Jezeli a : R — R jest nieciggle addytywng funkcjq, to
2
flx) = (a(x))+ nie jest 2—Jensen—wypukta.

DowOD. Poniewaz a jest nieciagta addytywna, to jej wykres jest gesty na calej ptaszczyznie
(patrz np. [79]). Wtedy w otoczeniu punktu (0,1) istnieje punkt (z,a(x)), taki ze
(47) 09 <a(r) <1.l.
Podobunie, w otoczeniu punktu (1, —2) istnieje punkt (h, a(h)) z h > 0 taki ze
—-2.1<a(h) <—1.9.
Zatem
—5.4 < a(x + 3h) = a(z) + 3a(h) < —4.6 = (a(x + 3h) )
—3.3 < a(z +2h) = a(z) + 2a(h) < —2.7 = (a(z + 2h) )
—12<a(z+h)=(z)+a(h) < -08 = (a(z+h)), =

Z (47) otrzymujemy (a(x))Jr = a(z) > 0, stad, na podstawie f(z) = (a(z))

+7
A3 f(x) = f(x +3h) — 3f(x +2h) + 3f(z + h) — f(z) = —(a(x))” <0,
czyli nieréwnosé (9) nie zachodzi dla n = 2 i dla pewnych z € Ri h > 0. O
STWIERDZENIE 23. ([R5], Prop. 3.2) Jezeli a(z) = cx dla pewnego ¢ > 0, to f(x) = (a(x))i
jest 2—-Jensen—convex.
STWIERDZENIE 24. ([R5], Prop. 3.3) Jezeli a(x) = cx dla pewnego ¢ < 0, to f(z) = (a(w))j_

nie jest 2—Jensen—wypukta.

6. Dowo6d Twierdzenia 21

W pracy [R5] podaje nowe narzedzia z teorii miary i stosuje je do dowodu, ze funkcja f
zdefiniowana w Twierdzeniu 21 nie jest n—Wright—wypukta. Zgodnie z nasza najlepsza wiedza,
przy badaniu tego typu funkcji, takie podejscie nie bylo dotychczas stosowane.

Operatory Jn, Jhih,...h, Niech .#(R) bedzie zbiorem wszystkich miar borelowskich v na
AB(R), takich ze v((—oo,x)) < oo, x € R. Niech v € .#(R). Definiuje

Twv(B ZThVB, h>0, Be AR),

gdzie 7v(B) = v(B), T/t (B) = m, (r7v)(B).
STWIERDZENIE 25. ([R5], Prop. 4.2) Niech € .#(R) i h > 0.

1. Jezeli

(48) Vop =20
to istnieje v € M (R) taka, Ze p ma postaé

(49) w=Thv.
Ponadto, miara v jest jedyna i jest ona postaci

(50) v=Vip.

2. Jezeli p jest postaci (49) z v € # (R), wtedy warunki (48) i (50) zachodzqg.
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Dlav e #(R)ihy,...,h, >0 oznaczamy Jh,hy.. b,V = Thy Thy - - - Tn, V- Jako konsekwencje
Stwierdzenia 25 otrzymujemy
STWIERDZENIE 26. ([R5]|, Prop. 4.3) Niech hq,...,h, > 0.
(a) Jezeli v € M (R) spetnia warunek Jp,...n,v € M (R), to Vi, . .n, (Tny...h,v) = V.
(b) Jezeli u € A (R) spetnia warunek Vi, p, =0, to Tny . h, (Vhl___hn ,u) = u.
Przygotowania do szkicu dowodu Twierdzenia 21. Ustalmy n € N i rozwazmy baze

Hamela H C R taka, ze hi,...,hy+1 € H sa dodatnie. Zachowujemy te konwencje do konica
dowodu tego twierdzenia. Definiujemy miary p1, ..., tin+1 € 4 (R) wzorem

(51) /’Li:jhl.A.h,L+15hi7 izl?"'an+1a

gdzie J, jest miara probabilistyczng skupiona w punkcie . Dalej, definiujemy miare znakowang
u jako

(52) W= piz A+t g —
Elementy hi, ..., hnt1, jako elementy bazy Hamela sa niewspotmierne, i nietrudno jest sprawdzic,
ze zachodza wzory
o0
(53) Wi = Z Onitjrhittinpihngrs =1,...,m+1.

J1yesdn+1=0
Nastepnie rozwazamy zbiory A, Ay, ..., Ap+1 C R zdefiniowane jako

n+1
Ai_{hﬁzasjhj g5 €{0,1}, j_l,...,n+1}, i=1,....n+1,
=1
=
A=A U---UAp41.
Bedziemy uzywaé oznaczenia p(z) = p({z}).

TWIERDZENIE 27. (|R5|, Th. 4.5) Niech f : R — R bedzie zdefiniowana jok w Twierdzeniu 21
i 1 bedzie miarg znakowang dang przez (52). Wtedy

(54) f@)=(pn+6p)"(x) dla kazdegoz € A.
W szczegolnosci,
(55) Vhlm Py f(hl +oet hn-‘rl) = Vhl-«- hn+1(M + 6h1)n(h1 + 4+ hn+1) .

Twierdzenie 27 pozwala nam pracowaé¢ z miarami zamiast oryginalnej funkcji f. Nizej poda-
jemy trzy uzyteczne wzory.

LeMAT 28. (|[R5], Lem. 4.6) Niech p = pg + -+ + pny1 — 1 bedzie miarg znakowang dang
wzorem (52). Wtedy

(56) (4 0n)" () = ()" = (=1)"6, (v) dla kazdego x € A,
(57) Vioohngs (P14 + hg1))" =0,
(58) Vo hnsr Oy (b1 + 4 hpgr) = (=1)".

Szkic konicowego kroku dowodu Twierdzenia 21.
Przypomnijmy, ze rozwazaliSmy nieparzyste n € N i ze mieliSmy wybrana baze Hamela H C R
taka, ze hi,...,hn41 € H byly dodatnie. Zdefiniowalismy funkcje addytywna a : R — R taka,
ze a(hy) = =11 a(hy) = -+ = a(hpy1) = 1 oraz funkcje f : R — R jako f(x) = (a(az:))zlr
Pokazalismy, ze f jest n—Jensen—wypukta. Pozostalo do udowodnienia, ze f nie jest n—Wright—
wypukla. Zeby to pokaza¢ wystarczy sprawdzi¢, ze Ay, p.,, f(0) = —1. Z (8) jest to rownowazne

rownosci Vi, n,.y f(h1+ -+ hpy1) = —1. Uzywajac (55) — (58) otrzymujemy
Vi f R+ o+ hng1) = Vi on o (04 00,)" (he 4+ 4 hpy)
= Vit (1 ) = (<16, (4 + B
=V hps (PRt + -+ hng1) " 4 Vi oy Oy (1 + -+ 4 Bpg) = =1,

co koriczy dowod. [l



ROZDZIAL 4

Funkcje n-wypukte

W tym rozdziale, w Czesci 1 podaje catkows reprezentacje n-wypuktlej funkcji f bez zad-
nych dodatkowych zalozen o f. Jest ona nastepnie stosowana do dalszego badania n-wypuktosci,
do charakteryzacji silnej n-wypuklosci, n-Wright-wypuktosci, i wzglednej n-wypuktosci funkcji,
miedzy innymi. Réwniez wykorzystuje te reprezentacje do badania wtasnosci typu podparciowego
funkcji n-wypuktych.

W Czesci 2, dowodze, ze n-wypukta funkcja moze by¢ przedstawiona w postaci sumy dwoch
(n + 1)-krotnie monotonicznych funkcji i wielomianu stopnia co najwyzej n. Ten wynik jest
odpowiednikiem charakteryzacji funkcji wypuklej podanej przez Robertsa i Varberga w [141]).
Uzywajac tego rozktadu otrzymuje nowy rozktad funkcji n-Wright-wypuklej, co uogélnia wyniki
Maksy i Palesa [99].

W Czesci 3, definiuje i badam wzgledna n-wypuklosé funkcji n-wypuktych. Wzgledna n-
wypuktosé indukuje czesciowy porzadek w zbiorze funkcji n-wypuktych. Definiuje miare n-wypu-
ktosci funkcji n-wypuktej f uzywajac m-spektralnych miar wystepujacych w jej reprezentacji
catkowej. Podaje charakteryzacje wzglednej n-wypuklo$ci w terminach miar n-wypuktosci, uzy-
wajac pochodnych dystrybucyjnych n-tego rzedu jak rowniez w terminologii pochodnych Radona-
Nikodyma. Uzywajac rozkladu Lebesgue’a miar n-spektralnych odpowiadajacych funkcji n-wypu-
ktej f, rozwazam odpowiedni rozktad funkcji f. Rozktad ten jest stosowany do uzyskania uzytecz-
nej charakteryzacji wzglednej n-wypuktosci.

W Czesci 4, definiuje i badam pojecie silnej n-wypuklosci, ktére uogélnia pojecie silnej wy-
puktosci. Wiemy, ze silna wypuklo$é moze byé scharakteryzowana w terminach drugiej pochodnej
f"(z) dla funkeji f dwukrotnie rézniczkowalnej. Ja podaje charakteryzacje silnej n-wypuktosci
funkcji n-wypuklej f w terminach wlasnosci f(**1 (z) prawie wszedzie wzgledem miary Lebesgue’a
(f+1)(z) istnieje prawie wszedzie dla n-wypuklej funkcji f), bez dodatkowych zatozeri o rozniczko-
walnosci funkeji f.

W Cuzesci 5, dowodze, ze dla kazdych dwoch n-wypuktych funkcji f and g, takich, ze f jest
n-wypukla wzgledem g, funkcja g jest podparciem dla f, w sensie zdefiniowanym przez Wasow-
icza [181], z dokladno$cia do wielomianu stopnia co najwyzej n. Jest to uogoélnienie wynikow
Wasowicza [181].

1. Reprezentacja catkowa
W [R1] podaje nastepujaca reprezentacje funkcji n-wypuklej f.

TwIERDZENIE 29. (|[R1], Th. 2.9, Th. 2.10) Niech f: (a,b) — R bedzie n-wypuktq funkcjq.
a) Dla kazdego £ € (a,b), funkcja f ma reprezentacje
i1 (@ — )]} (z —u)}
69 fw)= [ T+ [ ) + Qo)
(a,¢] n [£,0) n
dla wszystkich © € (a,b), gdzie

pme—(du) = d[f™ (u) — F™(E+)],

peer(du) = d[f™ (u) = FO ()]s,
(60) Qg e I1,.
Ponadto, miara pin) dana wzorem

Jjest niezalezna od wyboru §. Bedziemy nazywac i,y n-spektralng miarg odpowiadajqcq f.

25
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b) Jezeli limy_,qp f0(z) = £ (a+) = a jest skoriczona, to f(z) (x € (a,b)) moze byé przed-
stawiona w postaci

b (x —u)?
(62) 1) = [ e ) + Qo)
gdzie H(n)a+ (du) - d[f(n)(u) - a]+7 Qa(x) € ll,.
c) Jezeli limg_y_ f((z) = ") (b=) = B jest skoriczona, to f(z) (z € (a,b)) moze byé przed-
stawiona w postaci

n

b —(x—u
(63) f@= [ oy ZE Wl ) + Qule),

n!

gdzie punyp—(du) = d[f(")(u) - fl—, Qp(z) € IL,.
Zachodzi rowniez twierdzenie odwrotne.

TwiErRDZENIE 30. ([R1], Th. 2.9, Th. 2.10)

a) Jezeli funkcja f(x) (x € (a,b)) dana jest wzorem (61), gdzie Q¢ € I, @ pu(y)((c,d)) < oo dla
wszystkich a < ¢ < d < b, to f jest n-wypukta.

b) Jezeli funkcja f(x) (x € (a,b)) dana jest wzorem (62), gdzie Qq(x) € Iy, i ppny((a,d)) < oo
dla wszystkich a < d < b, to f jest n-wypukta.

c) Jezeli funkcja f(z) (x € (a,b)) dana jest wzorem (63), gdzie Qp(x) € I, i pny((c, b)) < oo dla
wszystkich a < ¢ < b, to f jest n-wypukta.

2. n-wypuklo$é i wielokrotna monotonicznosé

Z Twierdzenia 29 o reprezentacji funkcji n-wypuklej f, oraz biorac pod uwage wzory na
reprezentacje funkcji (n+1)-krotnie monotonicznej nierosnacej i niemalejacej, (17) i (16), odpowied-
nio, otrzymujemy, ze f moze by¢ reprezentowana jako suma dwoch funkeji (n + 1)-krotnie mono-
tonicznej nierosnacej i niemalejacej, oraz wielomianu stopnia co najwyzej n. Ten wynik uogélnia
znane twierdzenie o reprezentacji funkcji wypuktej jako sumy pewnych dwoch funkcji nierosnacej
i niemalejacej, 1 wielomianu stopnia co najwyzej 1, podanego przez Robertsa i Varberga w [141]).
Niech M,41)4+((a,b)) i M(p41)—((a,b)) beda klasami funkcji (n + 1)-krotnie monotonicznych
niemalejacych oraz nierosnacych na (a,b), odpowiednio.

TwierDZENIE 31. ([R1], Th. 3.2) Niechn > 1, a < £ < b i niech f: (a,b) = R. Wtedy f jest
n-wypukta wtedy i tylko wtedy, gdy f jest postaci

f(x) = My(z) + Ma(z) + Q(=),
gdzie (=1)"* My (z) € M(ni1)-((a,§)), Ma(z) € Mni1)1((§,0)), Mi(x) + Ma(z) jest ciagta na
(a,b) oraz Q(x) € 11,,.

Przy badaniu nieréwnosci (9), funkcje, ktore speliaja (9) z rownoscia odgrywaja duza role
przy badaniu nieréwnosci (patrz [79]). Dla n € N, funkcja P: R — R jest nazywana funkcjg
wielomianowq stopnia co najwyzej n, gdy spelnia ona réwnanie Frécheta , tzn. jesli

(A" TP(2) =0 (h,z €R).
Wielomiany sa dokladnie ciagltymi funkcjami wielomianowymi, jakkolwiek w terminach baz Hamela
mozna skonstruowa¢ funkecje wielomianowe nieciagte [79]). Maksa and Pales [99] udowodnili, ze

kazda funkcja n-Wright-wypukta moze by¢ reprezentowana jako suma funkcji n-wypuklej i funkeji
wielomianowej.

STWIERDZENIE 32. ([99]) Niechn > 1 i f: (a,b) = R. Wtedy f jest n-Wright-wypuktq funkcjg
wtedy i tylko wtedy, gdy f jest postaci

(64) f(z) = C(z) + P(z) (€ (a,b)),

gdzie C: (a,b) — R jest ciggta n-wypukta i P: R — R jest funkcjg wielomianowq stopnia co
najwyzej n z P(Q) = {0}. Przy dodatkowym zalozeniu P(Q) = 0, rozktad (64) jest jedyny.

7 Twierdzenia 31 i Stwierdzenia 32 otrzymujemy nastepujacy rozktad funkcji n-Wright-wypukle;j.
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TwIERDZENIE 33. ([R1], Theorem 3.6) Niechn > 1, a <& <b i f: (a,b) = R. Wiedy f jest
n- Wright-wypukta wtedy i tylko wtedy, gdy
f(z) = Mi(z) + Ma(z) + Q(z) + P(x),

gdzie (—1)"1 M, (x) jest (n + 1)-krotnie monotoniczna niemalejgca na (a, &), My(z) jest (n+1)-
krotnie monotoniczna nierosngea na (€,b), My () + Ma(x) jest ciggta na(a,b), Q(z) jest wielomi-
anem stopnia co najwyzej n (jak w Twierdzeniu 81) i P(x) jest funkcjq wielomianowq stopnia co
najwyzej n.

3. Wzgledna n-wypuktosé

Niech g: (a,b) — R bedzie n-wypukla funkcja. Mowimy, ze funkcja f: (a,b) — R jest n-
wypukta wzgledem g, gdy f — g jest n-wypukla, i oznaczamy to jako f =, g.

Wzgledna n-wypuktosé zdefiniowana wyzej jest uogélnieniem wzglednej wypuktosci badanej
w pracy Karlina i Studdena [76] (dla n = 1) (patrz rowniez [24], [52], [125], [129]).

Gdy f jest n-wypukla wzgledem g, to obie funkcje f—g i g sa n-wypuktle. Piszac f = g+(f—g),
otrzymujemy, ze f tez musi by¢ n-wypukta. Funkcje f: (a,b) = R i g: (a,b) — R, ktore sa
niemalejace i nierosnace na tych samych przedziatach nazywaja sie izotoniczne, lub méwimy, ze
sa elementami tej samej izotonicznej klasy.

TWIERDZENIE 34. ([R1], Th. 4.3)

f =n g wtedy i tylko wtedy, gdy u{n) > ui]n).

Na podstawie Twierdzenia 34, miara u{n) moze byé uwazana jako miara n-wypuktosci funkcji
f (lub krocej miara n-wypuktosci). Bedziemy mowié, ze funkcje f,g: (a,b) — R sg rowne modulo
I1,,, albo Ze sa elementami tej samej modulo I1,, klasy, gdy roznia sie o wielomian @ € II,,. Relacja
modulo II,, jest relacja réwnowaznosci i stad definiuje klasy réwnowaznosci. Dla n-wypuktej
fig:(ab) — R, ktore sa elementami tej samej modulo II,, klasy otrzymujemy, ze f(™(x)
i g(”)(a:) roznia sie na (a, b) o stala. Stad, na podstawie Twierdzenia 29, otrzymujemy nastepujace
twierdzenie.

TwIERDZENIE 35. ([R1], Th. 4.4)
f=g(modlIl,) wtedy i tylko wtedy, gdy u{n) = u’(]n).
Relacja wzglednej n-wypuklosci indukuje czesciowy porzadek.

TWwWIERDZENIE 36. ([R1], Th. 4.5) Relacja wzglednej n-wypuktosci indukuje czesciowy porzqdek
na modulo 11, klasach réwnowaznosci funkcji n-wypuktych.

Jako prosty przyktad zastosowania Twierdzenia 29 mozna udowodnié nastepujace twierdzenie.
Oznaczamy przez du/dv = ¢ pochodna Radona-Nikodyma miary pu wzgledem miary v (patrz
[144]).

TwIERDZENIE 37. ([R1], Th. 4.6) Niech f,g: (a,b) — R bedg n-wypukte. Wtedy
a) istnieje funkcja n-wypukta fa., taka ze
fmazin f? fmaItng?
1 dla kazdej n-wypuktej funkcji h
(hinf/thing)#htnfmam
b) istnieje funkcja n-wypukla fmn, taka ze
f tn fmin7 g tn fmin;
1 dla kazdej n-wypuktej funkcji h

c) gdy f =n g i [ # g(mod 11,), to istnieje funkcja n-wypukta w, taka zZe f # w (mod I1,),
g #w (modIl,) i

frnw=ng
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Z twierdzenia Lebesgue’a o rozkladzie miary i o rozkladzie miary singularnej, kazda o-skonczona
miara p moze byé¢ przedstawiona w postaci sumy miary absolutnie ciaglej (wzgledem miary
Lebesgue’a), singularnej ciaglej oraz dyskretnej, tzn.

" = Hecont + Hsing + Hpp,

gdzie ficont jest absolutnie ciagla, pigng jest singularna ciaglta i pp, czysto punktowa (miara
dyskretna, patrz Royden [144]). Miary te sa wyznaczone jednoznacznie.

Rozktad miary n-spektralnej an) w postaci sumy miary absolutnie ciaglej, singularnej ciaglej
oraz dyskretnej, implikuje analogiczne rozktad n-wypuktej funkcji f.

TwIERDZENIE 38. (|[R1]|, Th. 4.8) Kazda n-wypukia funkcja f z miarg n-spektralng u{n) moze
byé przedstawiona w postaci sumy

(65) J = feont + fsing + fp;m

gdzie feont, fsing and fp, odpowiadajg absolutnie ciggtej, singularnej cigglej oraz dyskretnej czesci
rozktadu miary n-spectral measure u{n), odpowiednio (u{n) = [i(n)cont T H(n)sing T H(n)pp ). Funkcje
feonts fsing © fpp 5@ n-wypukte. Poza tym, sq one jednoznacznie wyznaczone, z doktadnoscig do
wielomiandw stopnia co najwyzej n.

Nietrudno jest udowodnié¢ nastepujacy lemat.

LEMAT 39. Niech p i v bedqg dwiema o-skoriczonymi miarami o nastepujgcych rozktadach na czesci
absolutnie ciggte, singularne ciggle oraz dyskretne

B = fcont T Hsing + Hpp i V = Veont + Vsing + Vpp-
Wtedy H 2 14 thdy [ tylko thdy; gdy Hcont 2 Veonts Hsing 2 Vsing { Hpp 2 Vpp-

Biorac pod uwage rozktad (65) funkcji n-wypuklej, z Lematu 39, otrzymujemy natychmiast
trzy twierdzenia uzyteczne przy badaniu wzglednej n-wypuktosci funkcji.

TwIERDZENIE 40. ([R1], Th. 4.10) Niech f i g: (a,b) — R bedg n-wypuktymi funkcjams,
magjgcymi rozktady f = feont+ fsing+ fppr 9 = Geont + sing + gpp (patrz (65)), odpowiednio. Wtedy
f tn g wtedy i tylk‘O wtedy7 gdy fcont tn Gconts fsing tn Jsing { fpp tn Ypp-

TwIERDZENIE 41. ([R1], Th. 4.11)

(n+1) (n+1)

Seont =n Geont wtedy 1 tylko wtedy, gdy cont (X)) = geomy ().

TwiIERDZENIE 42. ([R1], Th. 4.12)

fop =n Gpp  wtedy i tylko wtedy, gdy  fint) > glnth),

gdzie fz(ig+1) = Zk ak(smm 9:572+1) = Zk bkayk'

4. Silna n-wypuklosé.

Jednym z wazniejszych uogolnien wypuklosci jest pojecie silnej wypuktosei. Funkcja f: (a,b) —
R jest nazywana silnie wypuktq z modutem ¢ > 0, gdy

fltz+ (1 = t)y) <tf (@) + (1= 1) f(y) — ct(l = t)(z —y)?,

dla wszystkich z,y € (a,b) i t € [0,1]. Silnie wypukte funkcje byly wprowadzone przez Polyaka
w [135]. Pewne ich wlasnosci mozna znalezé, miedzy innymi, w [141], [54], [134]. Przypomne
teraz kilka ich wtasnosci, ktore beda istotne w dalszych rozwazaniach (patrz [141]). Pierwsza,
charakteryzuje silng wypuklo$¢ w terminach wypuklosci, natomiast druga charakteryzuje funkcje
silnie wypukle dwukrotnie rézniczkowalne w terminach drugiej pochodnej f”(z).

STWIERDZENIE 43. Funkcja f: (a,b) — R jest silnie wypukta z modutem ¢ > 0 wtedy i tylko wtedy,
gdy funkcja f(x) — cx? jest wypukta.

STWIERDZENIE 44. Zatdzmy, ze f: (a,b) — R jest dwukrotnie rézniczkowalna i ze ¢ > 0. Wtedy
f jest silnie wypukta z modutem ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy " (x) > 2¢ (x € (a,b)).
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Jako uogoélnienie silnej wypuktosci, definiuje silng n-wypuklo$é. Moéwimy, ze funkcja f jest
silnie n-wypukta zmodutem ¢ (n = 1, ¢ > 0), gdy f jest n-wypukla wzgledem funkcji g(x) = %

Na podstawie Stwierdzenia 43, silna wypukto$¢ z modutem 2¢ (por. Roberts i Varberg [141])
cx" ! cx"t?!

pokrywa sie z naszg silng 1-wypukloscig z modutem c¢. Piszac f(z) = (f(a:) — m) + Gorr
otrzymujemy, ze gdy f jest silnie n-wypukta z modutem ¢ > 0, to f jest n-wypukta. Mozna za-
n+1

uwazy¢, ze funkcja g(x) = (CZ”TJ{), jest n-wypukta z miarg n-wypuklosci u?n)(dx) =dg"™(z) = cdx
and g™ (z) = cx. Piszac g(x) w postaci (65), mamy g = geons. Stosujac Twierdzenia 40 —
42 o wzglednej n-wypuktlosci funkcji, otrzymujemy nastepujace charakteryzacje silnie n-wypuktej
funkeji f z modulem ¢, bez zadnych dodatkowych zatozen dotyczacych f. W szczegdlnym przy-
padku n = 1, charakteryzacje te podaja wlasnosci funkcji silnie wypuktych i uogélniaja wlasnosci
funkcji silnie wypukltych zawarte w Stwierdzeniu 44.

TWIERDZENIE 45. ([R1], Th. 4.15) Niech f: (a,b) — R bedzie funkcjg n-wypuktq i c > 0. Wtedy
f jest silnie n-wypukta z modutem c wtedy i tylko wtedy, gdy

FOH(2) > ¢ dia x € (a,b) A pw.

TWIERDZENIE 46. ([R1], Cor. 4.16) Niech ¢ >0, n € N i f: (a,b) — R bedzie funkcjq. Wtedy
f jest silnie n-wypukta z modutem c wtedy i tylko wtedy, gdy f jest postaci

f(@) = feont(z) + R(z) (2 € (a,b)),
gdzie feont: (a,b) = R jest (n + 1)-krotnie rdzniczkowalna silnie n-wypuktq funkcjg z modutem c,
i R: (a,b) — R jest n-wypuktq funkcjq takq, ze RV (2) =0 dla x € (a,b) X p.w.

Jako wniosek otrzymujemy charakteryzacje funkcji f silnie n-wypuktych z modutem ¢, ktore
sa (n 4+ 1)-krotnie rozniczkowalne.

WNnIOSEK 47. ([R1], Th. 4.17) Niech ¢ > 0, n € N i niech f: (a,b) = R bedzie (n + 1)-krotnie
rézniczkowalng funkcjg. Wtedy f jest silnie n-wypukta z modutem ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy

f("+1)(a:) >c¢ (x€(a,b)).

Zauwazmy, ze silnie n-wypukle funkcje zostaly zdefiniowane réwniez niezaleznie przez R. Gera
i K. Nikodema w [40], w inny sposob, mianowicie w terminach ilorazéw roznicowych, tak ze silna
n-wypuklo$é z modutem c¢ pokrywa sie z silng n-wypuktoscia z modutem m wedlug mojej
definicji (z pracy[R1]). Powyzsza charakteryzacja silnej n-wypuktlosci, dla funkcji (n + 1)-krotnie

rozniczkowalnych, podana we Wniosku 47, jest rowniez otrzymana w [40]).

5. Interpolacja funkcji przez n-wypukle funkcje

Wiadomo, ze kazdej funkcji f: I — R odpowiada w kazdym punkcie wewnetrznym I podparcie
afiniczne (tzn. dla kazdego z¢ € Intl istnieje funkcja afiniczna a: I — R, taka ze a(xg) = f(zo)
ia < fnal). Funkcje wypukle wyzszych rzedow (dokladniej nieparzystych) maja podparcia
wielomianami stopnia nie wiekszego niz rzad wypuktosci.

Nastepujace wlasnosci funkcji wypuktych sa dobrze znane (patrz Kuczma [79], Popoviciu
[136], Roberts and Varberg [141]): funkcja f: I — R jest n-wypukla (I C R jest przedzialem)
wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdych z1,..., 2441 € I z 1 < ...2p41 wykres wielomianu in-
terpolacyjnego p := P(x1,...,Znt1; f) przechodzac przez punkty (x;, f(z;)), i = 1,...,n+ 1,
zmienia kolejno strony wykresu funkeji f z jednej na druga (zawsze p(x) < f(z) dla « € I takich,
7e x > Tn41 o ile takie punkty istnieja). Doktadniej, (—1)"*1(f(z) — p(z) > 0) x < 1, z € I,
(=) (f(x) —p(x) > 0, 2 < 2 < 2441, 1= 1,...,n, f(x) —p(x) =0, 2 > 2y 1, x € I.
Nietrudno zauwazyé¢, ze n-wypuklosé¢ redukuje sie do zwyklej wypuktosci, gdy n = 1.

W pracy Wasowicza [181], dla funkcji wypuktych wyzszych rzedow, jest rozwijana pewna
metoda dotyczaca podparé wielomianami. W pracy tej autor udowodnil nastepujace twierdzenie.

STWIERDZENIE 48. ([181]) Niech n € N i f: I — R bedzie n-wypuktq funkcjg. Ustalmy k € N,
k< n, i weZmy x1,...,x, € I takie, Ze x1 < ... < x. Kaidemu punktow: z; (j = 1,...,k)
przyporzgdkowujemy wielokrotnosé l; € N, tak ze Iy +...l; = n+ 1. Dodatkowo zaktadamy, ze
x1 =1infI, gdy Iy =1, oraz jezeli x, = supl, toly = 1. Oznaczmy Iy = (—o0,21), I; = (z;,2j41),
j=1,...,k—1, and Iy = (xg,00). Przy tych zalozeniach, istnieje wielomian p € I, taki ze
P3) = F(a5), 5 = 1,y oraz (—1)(f() —pla)) > 0 dlaz € LT, (—1) 1Bk (F(z)—
p) =20dlaxel;,j=1,....k—1, f(x) —p(x) 20 dlaxz €I, NI.
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Liczby 14, ..., moga by¢ interpretowane jako wielokrotnosci punktéw z1, ..., xy, odpowied-
nio. Wielomian p(x) w powyzszym stwierdzeniu bedziemy nazywac podparciem (11, ..., l;)-typu.

WNIOSEK 49. Powyzsza wlasno$é zostata pokazana przez Wasowicza [182] réwniez w ogdlniejszej
wersji, mianowicie dla funkcji wypuktych wzgledem uktadu Czebyszewa (dla uktadu Czebyszewa
(Lyz,...,z"™) taka wypuktosé redukuje sie do n-wypuktosci).
UwAGA 50. Wielomian p(z) opisany w Stwierdzeniu 48 ma nastepujace wlasnosci:
(i) p(x) < f(z), x> ap, x €1,
(ii) if [; (wielokrotno$¢ x;) jest parzysta, to p(z) przechodzi przez x; pozostajac po tej samej
stronie wykresu funkcji f, natomiast zmienia strone, gdy /; jest nieparzysta.

W pracy [R1], stosujac Stwierdzenie 48 i otrzymane wczesniej wyniki dotyczace wzglednej
n-wypuklosci, otrzymuje ogdélniejszy wynik, ze dla kazdych dwoch n-wypuktych funkeji f i g,
takich, ze f jest n-wypukla wzgledem g, funkcja g jest podparciem (I1,...,1;)-typu dla funkcji f,
z doktadnoscia do wielomianu nalezacego do II,,.

TwiIERDZENIE 51. ([R1], Th. 5.4) Niech n € N i niech f i g: I — R bedg dwiema n-wypuktyms
funkcjami, takimi ze f jest n-wypukta wzgledem g. Ustalmy k € N, k < n, i niech x1,...,x, € I
bedg takie ze x1 < ... < . Zatoimy, zel;, I; spetniajq zatozenia Twierdzenia 48. Wtedy istnieje
wielomian p € 11,,, taki ze
(66) f(wj):g(mj)—'—p(xj)v ]Zlavka
i dodatkowo

(D" [f(2) = (9(z) +p(2))] 20 dlazelon]

p(2))]

(67) (=1 F D[ f (@) — (g(z) +p(2)] >0 dlaxel;,j=1,....k—1,

fl@) = (g(x) +p(x)) 20  dlaxe Nl
Funkcje g(x) + p(x) bedziemy nazywaé podparciem (Ii,. .., ) -typu dla funkcji f.



ROZDZIA} 5
Randomizacja funkcji n-Wright-wypuktlych

1. Klasy W, (0,Q) — definicja

Niech @ € {Mgy, M1, My, ...} i niech © bedzie zmienng losowa skoncentrowana na [0, 00)
(re # do). Niech n > 1. Niech O4,...,0,, beda niezaleznymi kopiami zmiennej losowej O.
Niech f: R — R bedzie funkcja, taka ze f € Q. Moéwimy, ze f jest n- krotnie ©-Wright-wypukta
wzgledem Q R3] gdy

EV@I,“@pf(l‘) S Q, p=12....,n
Niech W,, = W, (0,Q) (n = 1,2,...) bedzie zbiorem wszystkich funkcji f € @, takich ze f jest
n-krotnie ©-Wright-wypuklta wzgledem Q. Definiuje Wy(0,Q) = Q, W(0,Q) = W1(0,Q).
Najpierw rozpatruje przypadek, gdy Q@ = My. Wtedy

fEWL(O,Mp) <= EVe,. 0, f(x) 20, k=1,2,...,n.

Inaczej mowiac, f moze by¢ uwazana jako zrandomizowana wersja (n—1)-krotnie-Wright-wypuklej
funkcji.

2. Klasa W;(0, M;). Klasa M(0) miar ©-nadniezmienniczych

M(©) — klasa ©-nadniezmienniczych miar. Rozwazam przypadek, gdy @ = M; in = 1.
Jezeli f € My, to f jest dystrybuanta miary p, takiej ze u((—oo,z)) = fu(z) = f(z) (z € R).
Mozna zauwazy¢, ze klase W1 (0, My ) mozna utozsami¢ z klasa miar M (O) sktadajaca si¢ z miar
1 spetniajacych nieré6wnosé

(68) EVeu >0,
gdzie
(69) ENVeou(B) = u(B) — En(B — ©) = u(B) — Etou(B),

gdy u(B) < oo (B € B(R)) (patrz [R2]). Miare p spetniajaca nier6wnosé (68) bedziemy nazywaé
miara ©-nadniezmienniczqg. Operatory EVeg 1 ETo (dzialajace zar6wno na miarach jak i na
funkcjach) nazywamy zrandomizowanymi operatorami réznicowym i przesuniecia, odpowiednio.

TWwIERDZENIE 52. (JR2], Th. 2.3) Niech ©1,0,... bedq niezaleznymi kopiami zmiennej losowej
0. Wtedy u € M(©) wtedy i tylko wtedy, gdy p jest postaci

(70) w(B)=>_ Ero, ... Ete,v(B) + v(B), Be€B(R),

gdzie v jest miarg borelowskq na R. Ponadto, mamy
(71) v(B) = EVe, u(B).

Inaczej mowiac, miary z klasy M (©), mozemy otrzymywaé przy pomocy wzoru (70). Ponadto,
dla danej pu € M(©), poprzez wzor (71), otrzymuje sie miare v bedaca miarg generujaca. Stad,
mozna powiedzieé, ze u jest generowana przez miare v, i v bedziemy nazywaé generatorem miary
.

Klasa M (0, Iy). Niech I, = (=00, a) i niech I, = [~00,a], a € R. Niech M(©, I,,) bedzie zbiorem
miar na I,, takich ze EVeu(B) > 0, dla wszystkich B € B(I,) (zaktadajac pu([—oco,z]) < oo,
—o00 < z < a). Niech M(©,1,) bedzie zbiorem pu € M(©,1,) dla ktorych u({—oc,a}) = 0.
Analogicznie definiuje zbior M (0O, (—oo, a]).

Rozwazmy teraz a = 0. Niech K (©,I) bedzie podzbiorem M (0, Iy) sktadajacym sie z miar
probabilistycznych. Przez e(K (0, Iy)) bede oznaczaé zbior punktow ekstremalnych zbioru K (0, Iy).
Niech v,y (—00 < 2 < 0) bedzie miarg dang wzorem

(72) V(I) = A$§w7

31



32 Chapter 5. Randomizacja funkcji n-Wright-wypuktych

gdzie

-1

(73) Ay = | Ero, ... ET0,6:((—00,0)) + 8,((—0,0))
j=2
Niech fi(y)(—00 < @ < 0) bedzie miarg dang wzorem
oo
(74) lz)(B) =Y ETe, ... ETo,V()(B) + v(4)(B),
j=2

dla B € B(Io) Niech B(—c0) = (5_00 and o) = (50.

TWIERDZENIE 53.
e(K(0,10)) = {ha): « € [=00,0]}.

Twierdzenie o reprezentacji. Przestrzen miar probabilistycznych na [—oo, 0] ze staba zbieznos-
cia jest zwarta przestrzenia metryzowalna. Rozwazmy indukowang topologie na K (O, 1:0). Mozna
sprawdzi¢, ze e(K (0, Iy)) jest domkniety, stad zwarty, i w konsekwencji, K (0, Iy) tez jest zwarty.

Bede stosowaé twierdzenie Choqueta o reprezentacji punktéow zwartego wypuklego zbioru
jako barycentrum punktow ekstremalnych [130, p. 17]. Wtedy, biorac pod uwage Twierdzenie
53, otrzymuje reprezentacje dla miar p is in K(@,fo). Uzywajac tej reprezentacji, otrzymuje
kolejno reprezentacje miar u € K (0, Iy), nastepnie p € M(O, Iy), i ostatecznie otrzymuje wzor
na reprezentacje miary p € M(0©).

TWwIERDZENIE 54. ([R2], Th. 4.3) u € M(0O) wtedy i tylko wtedy, gdy p jest postaci

— 00

(75) w(du) = /OO ZET@], .. ETe, 0, (w)du + 0, (w)du | y(dz),

gdzie v jest miarg borelowskqg R. Ponadto, v jest wyznaczona jednoznacznie,
(76) v = EVepu.

Przypadki szczegélne. Jako zastosowanie, rozwazam Twierdzenie 54 w pewnych szczegdlnych
przypadkach zmiennej losowej O.
TWwIERDZENIE 55. ([R2], Th. 4.4) Mierze pp € M(0©) odpowiada reprezentacja dana wzorem
(i) pldu) = [ [X(w,00) (W) du + 65 (u)du] y(dx), gdy © ma rozktad wyktadniczy, © ~ Exp(1)
i po(dh) = e "X (0,00) (1),
(i) p(du) = [72, [ZE’LO %&c-&-k(u)d“} V(dz), gdy PO =0)=1-piPO=1)=p 0<p<1),
(i) u(du) = [, [a(w)du+ 52, S0 (@080 (u)du] A(da),
gy PO =1)=qiP(@=2)=p (0<p<1,g=1-p),
() pu(du) = [, [0 €950, vz (Wdu] A(de), gdy P(O = 1) = ¢ i PO = V2) = p
(O<p<lq=1-p)
gdzie v jest miarg borelowskq na R.
WnI0sEK 56. ([R2], Rem. 4.5) Niech © bedzie zmienng losowq o rozktadzie wyktadniczym,

O ~ Ezp(1) i pe(dh) = e "X(0,00)(h). Biorgc v = 6o w Twierdzeniu 55(i), otrzymuje, zZe miara
p(du) = X (0,00) (w)du + do(u)du nalezy do M(©). Na podstawie (68) implikuje to, Ze

(77) EVeo(X(0,00) (w)du + dg(u)du) = 0.

Z drugiej strony, nietrudno jest sprawdzié, zZe nie istnieje h > 0 dla ktorego bytaby spelniona
nierownosé
(78) Vi (X(0,00) (W) du + 8o (w)du) > 0.

Inaczej mowige istnieje zmienna losowa © (mianowicie © ~ FExp(1l)), dla ktorej zachodzi (77),
jakkolwiek dla wszystkich h > 0, warunek (78) nie jest spetniony.



3. Klasy W, (0,Q) 33

3. Klasy W, (6,Q)

Zrandomizowane operatory przesuniecia i réznicowy. Niech f: R — R bedzie funkcja.
Przypomnijmy definicje zrandomizowanych operatoréw przesuniecia i réznicowego U, U™, & i ™
(n e N):

(79) Uf(z)= Uef(x)= Etef(z), z€R,

(80) of(r) = Pof(z)= EVef(z), wzeR,

@)  U'f(x)=Usf(z)= Ue,.e f(x)= Us,(Ue, . e f(r), z€R, neNl,

(82) q)nf(x) = %F(J}) = ‘I)@,,L...elf(@ = (b@”<(b@"71m@1f($>), YIS R7 ne N7

gdzie ©1,...,0, (n € N) sg niezaleznymi kopiami zmiennej losowej ©. Dla n = 0 definiujemy

U0 f(x) = f(x) i @°F(x) = 0.

Klasy W,,(0, Q) — charakteryzacja. Przypomnijmy definicje operatorow J i J" (n € N). Niech
01,03, ... beda niezaleznymi kopiami zmiennej losowej O i niech G € Q. Definiuje operator J(G)
nastepujaco

(83) J(G)=Jo(G)=> Ue,.0,G=)Y UG
n=0 n=0

Tterujac (27), definiuje J™
(84) JHG) = J(J"HG)),
dlan =1,2,..., definiujac dodatkowo J°(G) = G.

TwIERDZENIE 57. (|[R3], Th. 2.6) Niech f € Q. Nastepujgce zdania sq réwnowazne:
() f€W©,Q),

(85) f=J(G),
gdzie G € Q. Ponadto, funkcja G jest jedyna
(86) G=0of=(I-U)f.

Inaczej mowiac, przy pomocy operatora J, ze wzoru (85), mozna otrzymywac funkcje z klasy
W(O,Q). Ponadto, dla danej funkcji f € W(O,Q), ze wzoru (86), otrzymuje funkcje G, ktora
jest funkcja generujaca. Stad, mozemy powiedzie¢, ze f jest generowana przez funkcje G i funkcje
G bedziemy nazywaé generatorem funkcji f. Operatory J i ® = I — U sa operatorami wzajem-
nie odwrotnymi jeden do drugiego. Wzory (85) i (86) sa bardzo uzyteczne przy otrzymywaniu
reprezentacji catkowej funkcji f € W(0, Q). Warunek (iv) charakteryzuje funkcje f € W(0, Q)
w terminach tzw. rozkladalnosci funkcji f w zbiorze @, tzn. méwimy, ze f jest U-rozktadalna
w zbiorze @ wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje G € @ taka, ze f =Uf + G.

TwIERDZENIE 58. (|[R3|, Lem. 2.7, Th. 2.8) Niechn =1,2,.... Wtedy f € W,(0,Q) wtedy
i tylko wtedy, gdy

(87) f=J"(Gn),
gdzie Gy, € Q. Funkcja G, jest jedyna
(88) G,=0"f=(I-U)"f.

Inaczej mowiac, pray pomocy operatora J”, ze wzoru (87), mozna otrzymywacé funkcje z klasy
W, (0,Q). Ponadto, dla danej funkcji f € W,(0,Q), ze wzoru (88), otrzymujemy funkcje G,
ktora jest funkcja generujaca. Stad, mozna powiedzieé, ze f jest generowana przez funkcje G,
i funkcje G,, bedziemy nazywaé generatorem funkcji f. Operatory J™ and ®" s operatorami wza-
jemnie odwrotnymi jeden do drugiego. Wzory (87) i (88) sa bardzo uzyteczne przy otrzymywaniu
reprezentacji catkowej funkcji f € W, (0,Q). Z Twierdzenia 58 otrzymuje nastepujace cztery
wnioski.
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WNIOSEK 59. ([R3], Cor. 2.9) Niechn =1,2,.... Wtedy f € W,(0,Q) wtedy i tylko wtedy, gdy
istniejg G1,Ga,...,Gy € Q takie, ze G; = UG; + G141, j =0,1,...,n—1, Gog = F. Ponadto,
dla kazdego 7 =0,1,...,n mamy

a) f=J/Gj,
b) Gj = -U)f,
C) G]:q)]f

d) Gn_j = JiG,.

Wn10seK 60. ([R3], Cor. 2.10) Niechn=1,2,... andj =1,2,...,n—1. Wtedy f € W,,(0,Q)
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje G; € Wy,_;(0, Q) taka, ze

f=J(Gy).

Inaczej méwiac, kazda n-krotnie ©-Wright wypukta funkcja f jest j-krotnie ©-Wright wypukta
(1=1,2,...,n—1) z (n — j)-krotnie ©-Wright wypukla funkcja generujaca G;.

Wni0seEK 61. (J[R3]|, Cor. 2.11) Niech j,k = 0,1,2,.... Jezeli F € W;(0,Q) ma funkcje
generujgcq G, takq ze G; € Wi(0,Q), to F € W;14(0,Q).
WniI0sekK 62. ([R3]|, Lem. 2.12) Niechn = 1,2,...,d = 0,1,.... Wtedy f € W,(©, Mgs1)
wtedy i tylko wtedy, gdy
oo _ d
fa = [ (e,

gdzie G € M.

4. Klasa W, (0, M;). Przypadek wykladniczy, © ~ Exp(1)
Zakladam, ze © ma rozktad wykladniczy, © ~ Exp(1),
po(dh) = e"x(0,00)(h)dh.
Z definicji operatora J, po pewnych obliczeniach, otrzymuje nastepujacy lemat.
LEMAT 63.

E1. JEzp(l)(X(O,OO) (if)) = X(O,oo) (xl) + T,
T z” s
E9. J S + =0,1,2,...
Ear;p(l) <n! > n' + (n+ 1)!7 n bt R 7
ES. UEwp(l)(l'Jr + X(O,oo)(x)) = T+,

B4 U LA S ), n=0,1,2
4' EZp(l) (n+ 1)! - (n+ 1)! - El‘p(l) ﬁ s n= 07 P I

W dalszym ciagu bede czesto uzywaé nastepujacego technicznego lematu dotyczacego ciagow
rzeczywistych. Niech {y; 720 bedzie ciagiem liczb rzeczywistych. Definiujg ciag {Ry; };‘;0

R(y;) =y; +yjr1 (1=0,1,2,...).

Ponadto, indukcyjnie, definiuje ciagi {R"(y;)}520, n = 1,2,..., wzorem R"(y;) = R(R™(y;))
(j=0,1,2,...), z konwencja, ze R%(y;) =y, (j =0,1,2,...).

LEMAT 64. (|[R3], Lem. 3.1)

n n .
R”(yj):Z(k>yj+k (n=1,2,...,j=0,1,2,..))

k=0
Z Lematu 64 z R" = ngp(l) i biorac pod uwage przyktad E2, otrzymuje nastepujace twierdze-

nie.

TWwIERDZENIE 65. ([R3], Th. 3.2)

i n ./L'k
(89) Tiap(ty(X(0,00) () = D (k) = (=12
k=

0
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Oznaczam

(90) K, (z) = zn: (Z)fj (n=1,2,..).

k=0
Zgodnie z Twierdzeniem 58, f € W, (Exp(1), M;) wtedy i tylko wtedy, gdy f = Exp(l)(G ),
gdzie G, = (I — Upxp))"f = 5.y € Mi. Dalej, piszac funkeje Gy w postaci Gy, (x) =
f_ X(0,00) ( —u)dGr(u) (z € R), z Twierdzenia 65, otrzymuje twierdzenie o reprezentacji funkcji
z klasy W,, (Exp(1), My).

TWIERDZENIE 66. ([R3|, Th. 3.3) Niechn =1,2,.... Wtedy f € W, (Exp(1), My) wtedy i tylko
wtedy, gdy

(91) f@ = [ Ko - wiG,w) (@ eR),
gdzie G, € M. Ponadto, powyzsza funkcja G,, jest jedyna
(92) Gn = = Ugpp)" = Phup) f-

Nastepnym etapem mojej analizy jest zbadanie wlasnosci operatora ngp(l). Stosujac Lemat 64

z UEx (1) zamiast R, biorac pod uwage przyktad E2 i na podstawie Twierdzenia 57 otrzymuje

nastepujacy lemat.

LEmMAT 67. ([R3], Lem. 3.5)
xn
UBap(1y (Hn () = n—T (n=1,2,...).
Z Twierdzen 58, 66, Lematu 67 i biorac pod uwage wzor (17) o reprezentacji (n + 1)-krotnie

monotonicznej funkcji, otrzymuje nastepujace twierdzenie.

TWIERDZENIE 68. ([R3|, Th. 3.6) Niechn =1,2,.... Jezeli f € Wy(Exp(1), M1), toUg, ) [ €
M y1. Ponadto, jezeli f = ngp(l)(G), gdzie G € Ml, wtedy Up, ) [ = I,(G), gdzie

@@= [

— 00

+
dG
p (w).
Innymi stowami, jezeli funkcja f jest n-krotnie wyktadniczo Exp(1)-Wright-wypukta wzgledem
M, wtedy funkcja U p(l)f € Myu41 (tzn. jest ona (n + 1)-krotnie monotoniczna). Ponadto

J =T (G) 1 U
W nastqpnym tw1erdzeniu pokazuje, ze funkcja f € W, (Exp(l), M) moze by¢ reprezen-

towana jako suma pewnych funkcji generowanych przez funkcje z klasy M, 1.

TWIERDZENIE 69. (|[R3]|, Th. 3.9) Niech f € My iniechn =1,2,.... Wtedy f € W, (Ezp(1), M1)
wtedy 1 tylko wtedy, gdy istnieje funkcja H € M, 4+1 taka, Ze

(93) fa) = Z (7).

Inaczej mowiac, funkcja f € W, (Exp(l), M;) moze by¢ otrzymana przy pomocy dwoch
wzorow, ze wzoru (91) z funkcja generujaca G,, € M; jak réwniez ze wzoru (93) z funkcja generu-
jaca H € My 11.

f = I,(G) z ta sama funkcja generujaca G.

5. Klasa W, (0, M;). Przypadek wykladniczy © ~ Exp(1)

Przechodze teraz do opisania klasy W, (0, Q) funkeji catkowicie ©- Wright-wypuktych zdefin-
iowanej jako

Dowodze, ze w przypadku © ~ Exp(1) klasa ta pokrywa sie z klasa funkcji catkowicie monoton-
icznych.

TwIERDZENIE 70. ([R3], Th. 4.1)
Weo (Ezp(1), M1) = M.
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6. Klasa W, (0, M;). Przypadek wykladniczy, © ~ Exp(1)

Zwyczajowo, bede oznaczaé pochodng dystrybucyjna przez by f’ i punktows pochodna jako
f'(x) (patrz [157], [160]). Niech Mg = {f': f € M;}. Poniewaz M; sklada si¢ z funkcji
niemalejacych, M, sklada sie z nieujemnych dystrybucji pierwszego rzedu. Bede teraz badac
wlasnosci klasy W,,(0, M;) (n =1,2,...). Z Wniosku 59, funkcja f € W, (0, M;) wtedy i tylko
wtedy, gdy istniejg funkcje G1,Ga,..., G, € M, takie, ze G; = UG; + G141, =0,1,...,n -1
(Go = f). Rownowaznie, f € W,,(©, M;) wtedy i tylko wtedy, gdy

(94) Gr=0"f=FVe, o feEM (k=1,2,...n).

Zapisujac to w terminach operatoréw roznicowych otrzymuje, ze f € W, (0, M;) wtedy i tylko
wtedy, gdy

,,,,,

(95) ViEVe,. 0.,f20, h>0k=12,...,n
Oczywiscie (95) jest rownowazne EVe,,  o,Vrf = 0, co jest z kolei rownowazne
(96) EV@I.“@kfI 2 O7 k= 1,2,...,’[1.

Dalej, poniewaz (94) jest rownowazne (96), otrzymuje nastepujace twierdzenie.
TwIERDZENIE 71. ([R3], Th. 5.1)
f EWn(0, M) wtedy i tylko wtedy, gdy f' € W,(0, My).

Niech i
n +3
n\ «
K, i(x) = — ,
a0 =2 W

n=1,2,...,7=-101,2,..., z konwencja, ze 7' /(—1)! = do(z). Oczywiscie K, o(z) = K,(z).

W nastepnym twierdzeniu podaje reprezentacje catkowa funkcji z klasy W, (Exp(1), M;) dla
dowolnego j =0,1,2,....

TWIERDZENIE 72. ([R3], Th. 5.2) Niechn =1,2,...,j=0,1,2,.... Wtedy f € W,,(Ezp(1), M;)
wtedy i tylko wtedy, gdy

(97) f@) = [ Kags(o = w6,

gdzie G € M. Ponadto, G(x) =[(I — UEzp(l))"f(a:)](j_l) dla 7 =1,2,..., oraz
G(z) = (I = Uggp1))" f(x) dla j = 0.
Wniosek 73. (|[R3], Cor. 5.3) Niechn=1,2,...,5=0,1,2,.... Wtedy
(i) feWn(Exp(l), Mj41) wtedy i tylko wtedy, gdy f' € Wy (Ezp(1), M),
(i) f € Wa(Ezp(1), M;41) wtedy i tylko wtedy, gdy f9) € W, (Ezp(1), M),
(il)) Woo(Eap(1), M;) = M.
UwacA 74. (R3], Rem. 5.4) Z Twierdzenia 72 wynika, ze funkcja f € W, (Exp(1), M) wtedy
i tylko wtedy, gdy f jest postaci

00 n n

fw) = [ (m 0+ (}) (xu)’i/k!> 4G (),
- k=1

gdzie G € M;. Ponadto G = (I — Uggp1))". Z definicji, f € W, (0, Mo) wtedy i tylko wtedy,

gdy

(98) L f(r) = EVe,0,. 0, f(x) =0, k=1,2... n,

gdzie ©1,0,,...,0, sa niezaleznymi kopiami ©. Z kolei, funkcja f jest (k — 1)-krotnie Wright-

wypukla (k=2,...,n), gdy

(99) Vi f(@) =0, hy,... hy >0.

Nier6wnosci (98) i (99) sugeruja, ze mozna nazwaé funkcje f spelniajaca (98) funkcja (n — 1)-

krotnie Wright-wypuktq losowo wzgledem zmiennej losowej ©.
Ustalmy u € R. Mozna pokazaé, ze nie istnieja hq, hs, ..., h, > 0 dla ktérych

\ <5o(x —u) + Z <Z> (x — u)k/k!> >0 (zeR, k=1,2,...,n).

k=1
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Ale zachodza nieréwnosci

EVe,0,..0, (50(.’)3 —u) + i (Z) (x — u)k/k:!> >0 (k=1,2,...,n),

k=1
gdzie ©1,0,,...,0, sa niezaleznymi kopiami © ~ Exp(1). Inaczej mowiac, dystrybucja (funkcja
uogolniona) do(x —u)+ >, _; (7)(z—u)k /k jest (n—1)-krotnie Wright-wypukla losowo wzgledem
zmiennej losowej © ~ Exp(1), ale nie jest (n — 1)-krotnie Wright wypukla.

7. Klasa W,,(0, M, ((—0,0)). Przypadek multiplikatywny

Mozna zauwazy¢, ze wyniki otrzymane w poprzedniej czesci, dotyczace ©-Wright wypuktosci
mozna zastosowac, z niewielka modyfikacja, do przypadku multiplikatywnego. W tej czesci bedziemy
zajmowacé sie reprezentacja catkows mulltiplikatywnie wypuklych funkcji.

Niech © bedzie zmienng losowa skoncentrowana na (0,1]. Moéwimy, ze funkcja H € M ((-
00,0)) jest multiplikatywnie ©- Wright-wypukta wzgledem klasy My ((—00,0)), gdy

H(u) = UH(u)+ G(u),
OH@) = OgH(w = [ (%) nglde)

gdzie G € M;((—0o0,0)). Multiplikatywna n-krotna ©-Wright wypuklos¢ moze by¢ zdefiniowana

analogicznie. Niech Wn(é,M1(~—0~o,0)) (n = 1,2,...,00) bedzie klasa n-krotnie O-Wright-
wypuktych funkeji. Definiujemy W(0, M;(—00,0)) = W1 (0, M;(—o0,)).

UwacA 75. ([R3], Rem. 6.1) Niech © bedzie rzeczywista zmienng losows z rozkladem pg
skoncentrowanym na (0,00) i niech F € W(©, M;). Wtedy F(z) jest postaci

(100) Fla) = [ Fla = hyo(dh) + Gla),

gdzie G(z) € M;. Niech x = —Inu (u < 0), h = —Inc (0 < ¢ < 1), F(u) = F(—1In(—u)),
G(u) = G(—In(—u)) i © = e=©. Wtedy, F' € W(O, M;((—0,0))) i zachodzi wzor

(101) F(u) = /01 F (%) pg(de) + G(u)  (u<0).

Ponadto, jezeli F € W,(©, M) (n=1,2,...), to F € W(6, M ((—,0))).

Odwrotnie, jezeli F € W(©, M1 ((—o0,0))) spetnia (101), to dla F(z) = F(—e™*) € W(O, M,),
G(z) = G(—e ™), © = —In O, jest spetiona rownosé: (100).

Ponadto, jezeli © ~ Exp(1), to © = ¢~© ma rozklad jednostajny na (0,1), © ~ U(0,1).
Odwrotnie, jezeli © ~ U(0,1), to © = —In© ~ Exp(1).

Z Twierdzen 66 i 70 otrzymuje nastepujace dwa twierdzenia o reprezentacji funkcji z klas Wh
i Wee, odpowiednio.

TWIERDZENIE 76. ([R3], Th. 6.2) Niech n =1,2,.... Funkcja F e W(U(0,1), M1((—00,0)))
wtedy 1 tylko wtedy, gdy F' ma reprezentacje

gdzie

k=0
G(s) eMy((—o0,0)).
Ponadto, mamy réwnosé G = (I — U)"F.
TWIERDZENIE 77. ([R3], Th. 6.3) F(u) € Wao(U(0,1), M((—00,0))) wtedy i tylko wtedy, gdy

F moze byé zapisana w postaci

F(u) = /OOO(—u)_tw(dt)7 u <0,

gdzie v jest miarg na (0, 00).
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8. Klasa W, (0, M;). Przypadek dyskretny
Zakladam teraz, ze zmienna losowa © = X, ma rozklad arytmetyczny
px, =qdo+por (0<p<l,g=1-p).
W [R3] otrzymuje nastepujace dwa twierdzenia o reprezentacji funkcji z klas W,, i Weo.

TwIERDZENIE 78. ([R3], Th. 7.1) Niechn =1,2,... i ux, = qlo+pdy 0<p<1,g=1-p).
Wtedy

(1) f e Wh(Xp, Mo) wtedy i tylko wtedy, gdy

co 1
(102) flz) = / Zﬁcjmaj(x—u)da(u),
—o0 55
gdzie G € M1 i Cjp, j =0,1,2,... s¢ dane jako
Cih = 1, j=012...,

(i) f € Weo(X,, Mo) wtedy i tylko wtedy, gdy

0 o 00
f@y = [ [0S s @A),

j=—o0
gdzie v, (dt)A\(du) (=1 <u <0, t>0) jest miarg borelowskq na (—1,0] x (0, 00).
TwIERDZENIE 79. ([R3], Th. 7.4) Niechn =1,2,... i ux, = qlo+pdy 0<p<1,g=1-p).
Wtedy
(i) F e Wyp(X,, My) wtedy i tylko wtedy, gdy

F)= [ 3 20— j— u)sdGlu),
p
gy

gdzie G(u) € My i Cj,, sq dane wzorem (103).
(ii) F € Woo(Xp, My) wtedy i tylko wtedy, gdy

0 oo OO
Fay= [ [ 30 Ui - (),

j=—00
gdzie v, (dt)\(du) jest miarg borelowskq na (—1,0] x (0, 00).
Z Twierdzen 78 i 79 otrzymuje nastepujacy wniosek.
WNIOSEK 80.
Woo(Xp7MO) _,:2 Moo
Woo(vaMl) 2 MOO
Uwaca 81. ([R3]|, Rem. 8.7) Mogtoby byé¢ interesujace wiedzie¢, czy réwnosé Weo (X, M) =

M pozostaje prawdziwa, gdy X ma rozktad dyskretny, ale niearytmetyczny, na przyktad, gdy
PX=1)=piPX=vV2)=1-p(0<p<1).



ROZDZIAY 6

Krétkie omoéwienie pozostalych wynikéw niewchodzacych
w sklad rozprawy

Uogolnienia funkcji wypuktych

Problemy dotyczace uogolnien funkeji wypuklych sa badane w pracach [R1, R2, R3, R4, R5]| ,
ktore sa wlaczone do rozprawy, oraz w pracach [P21, P23, P25, P26, P27].

W pracy [P21] jest podana probabilistyczna charakteryzacja silnej wypuklosei jak rowniez
jej geometryczna charakteryzacja. Jedna z najbardziej znanych i elementarnych jest nastepujaca
nieré6wnos$é¢ Jensena

Bf(X)] = f(BIX]),
gdzie f jest funkcja wypukla, okreslong na zbiorze wypuklym, zawartym w zbiorze wartosci zmien-

nej losowej X (patrz [16]). Nier6wnos¢ ta daje probabilistyczng charakteryzacje funkeji wypuktych
i moze by¢ przepisana w postaci

E[f(X0)] - F(EIX)) >0,

gdzie lewa strona nieréwnosci jest tzw. Jensen gapem funkcji f. W [P21], dowodzimy,ze dla
funkcji ¢ silnie wypuklej z modutem ¢ > 0 mamy nastepujaca nier6wnosé

Blp(X)] - ¢(B[X]) > ¢ D*[X],

gdzie D?[X] jest wariancja zmiennej losowej X . Inaczej méwiac, Jensen gap funkcji silnie wypuktej
z modulem c jest nie mniejszy niz wariancja zmiennej losowej X pomnozona przez c. Uzywajac
tej charakteryzacji, otrzymane sa pewne nieréwnosci typu Jensena, ktore sa réwniez udowodnione
w [105] przy uzyciu technik podparciowych. Praca [P21] jest cytowana w pracach: S. Abramovich,
S. Ivelié¢ i J. Pecari¢ (2012) [2], F. C. Mitroi (2012) [117] oraz N. Merentes i K. Nikodem (2012)
[106].

W pracy [P23] sa wprowadzone i badane funkcje silnie wypukle w sensie Schura oraz funkcje
generujace sumy silnie wypukle w sensie Schura. Otrzymane wyniki sa odpowiednikami klasy-
cznego twierdzenia Hardy-Littlewood-Polya o majoryzacji [52] i twierdzenia Ng’ego [119] charak-
teryzujacego funkcje wypukle w sensie Schura. Pojecie Schur-wypuktlosci i funkcji generujacych
Schur-wypukle sumy zostalo wprowadzone przez Schura [156] (por. tez [100, 52, 75]). W
1987 C.T. Ng [119] podal pelna charakteryzacje funkcji generujacych Schur-wypukle sumy. Po-
jecia silnej wypuklosci, silnej-Jensen wypuklosci oraz silnej Wright-wypuklosci byly inspirowane
przez teorie optymizacji i w literaturze mozna znalez¢é wiele ich wlasnosci i przyktadéw ich za-
stosowan (patrz np. [3, 54, 135, 141, 106, P21]). My dowodzimy, ze funkcje silnie wypukte
generuja sumy silnie Schur-wypuktle, oraz ze funkcje generujace silnie Schur wypukte sumy sa sil-
nie Jensen-wypukte. Podajemy kontrprzyklad na to, ze twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe.
Dowodzimy, ze silna Jensen-wypuklosé jest warunkiem koniecznym, zeby funkcja generowata sumy
silnie Schur-wypukte. Charakteryzujemy rowniez funkcje generujace sumy silnie Schur-wypukte,
bez zadnych dodatkowych warunkoéw regularnosciowych. Praca [P23] jest cytowana w pracy
M. Castilla, N. Merentesa i J.L.. Sancheza [25].

Wiele wynikow dotyczacych wzglednej wypuktosci mozna znalezé w [24, 34, 120, 121, 129,
76, 8, 137, 124, 125, 129, 77, 76, 141|, miedzy innymi. W pracy [P25] badam dwa typy
wzglednej wypuklosci funkcji f 1 g. Mowimy, ze f jest wypukla wzgledem g w sensie Palmera
(patrz Palmer(2002,2003) [124, 125]), gdy f jest postaci f = h(g), gdzie h jest jakas $cisle
rosnaca funkcja wypukta, i oznaczamy to jako f>(1)g. Podobnie, jesli f jest wypukla wzgledem
g w sensie badanym w Rajba (2011)[R1], to znaczy wtedy, gdy f — g jest wypukla to oznaczamy
to przez f-(2)g. Relacja wzglednej wypuklosci (o) funkcji f wzgledem funkcji g(z) = cx?
oznacza zwykta silng wypuklosé funkcji f. Podaje charakteryzacje, jak rowniez badam zwiazki
zachodzace miedzy tymi dwoma rodzajami wzglednej wypuktosci. Charakteryzuje je bez zadnych
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dodatkowych zatozen o dwukrotnej rézniczkowalnosci funkeji f i g, zaréwno w jezyku pochodnych
prawostronnych tych funkcji jak réwniez pochodnych dystrybucyjnych. Otrzymuje réwniez ich
probabilistyczne charakteryzacje. Podaje uogdlnienie silnej wypuktosci funkcji i otrzymuje pewne
nieréwnosci typu Jensena.

W pracy [P26], uzywajac lematu Ohlina [126]| o wypuklym stochastycznym porzadku, otrzy-
muje prosty dowdd znanych nieréwnosci typu Hermite’a-Hadamarda-Fejéra. Podaje réwniez
nowe nieréwnosci. Wykorzystujac wlasnosci s-wypuklego stochastycznego porzadku [29], podaje
rowniez pewne nieréwnosci typu Hermite’a-Hadamarda-Fejéra w przypadku funkcji wypuktych
wyzszych rzedow. Otrzymane wyniki sg uzyteczne przy badaniu nieréwnosci miedzy operatorami
kwadraturowymi [183], [184].

W pracy [P27] podaje reprezentacje catkows funkeji f delta-wypuktych n-tego rzedu (wprowad-
zonych przez R. Gera (1994)) w [39]), ktore moga by¢ przedstawione w postaci réznicy dwoch
n-wypuklych funkcji. Moja reprezentacja jest prawdziwa bez zadnych dodatkowych zalozen
o funkgcji f, i uogodlnia ona znane wyniki o reprezentacji funkcji delta-wypuklej (patrz np. Roberts
i Varberg (1973) [141]). Dalej, reprezentacje te stosuje do otrzymania pewnej przydatnej charak-
teryzacji funkcji kontrolnych odpowiadajacych funkcji f, do zdefiniowania kanonicznego rozkladu
funkcji f, do dowodu istnienia i do zbadania wlasnosci minimalnej funkcji kontrolnej zwiazanej
z funkcja f (co uogolnia charakteryzacje Hartmana (1959) [50] minimalnej funkeji kontrolnej
zwiazanej z delta-wypukta funkcja), oraz do zdefiniowania i zbadania silnej delta-wypuktosci n-
tego rzedu, ktora uogodlnia silng n-wypuklosé zdefiniowana i badana w pracach Rajba (2011)
[R1], i Ger i Nikodem (2011) [40|. Proponuje rowniez pewne uzyteczne narzedzia do otrzymywa-
nia nieréwno$ci typu Hermite’a-Hadamarda-Fejéra dla funkcji delta-wypuklych wyzszych rzedow,
ktore uogdlniaja znane nieréwnosci Dragomira i in. (2002) [33]. Wyniki te stosuje nastepnie
do otrzymywania pewnych nieré6wnosci pomiedzy operatorami kwadraturowymi dla funkcji delta-
wypuktych wyzszych rzedow.

c-rozkladalno$é miar probabilistycznych

Problemy dotyczace c-rozkladalnosci miar probabilistycznych sa badane w pracach [P1, P2, P3,
P5, P8, P9, P10, P15, P16, P18, P19|.

Niech ¢ € R. Moéwimy, ze zmienna losowa X (albo, ze jej rozklad P = L(X)) jest c-rozktadalna
(c-rozktadalny), gdy

(104) L(X)=L(cX+ X¢),

gdzie X, jest zmienna losowa niezalezna od X. L. jest rodzing wszystkich c-rozktadalnych
rozkladow, gdzie |c| < 1. Piszac powyzsza rownosé w jezyku funkeji charakterystycznych, otrzy-
mujemy, ze funkcja charakterystyczna ¢ jest c-rozktadalna, gdy jest postaci

(105) o(t) = p(ct)pe(t),
gdzie @, jest funkcja charakterystyczna. Moéwimy, ze ¢ jest C-rozktadalna, lub ¢ € L¢, gdzie
C CR, gdy ¢ jest c-rozkladalna dla kazdego c € C.

Samorozktadalnos¢ moze by¢ zdefiniowana jako wlasno$é rozkladalnosci miar probabilisty-
cznych. Mowimy, ze zmienna losowa X, lub, ze jej rozklad P = L(X), jest samorozktadalna
(samorozktadalny), gdy X jest c-rozkladalna dla kazdego 0 < ¢ < 1.

Historycznie, uwaza sie rok 1937, rok w ktorym Lévy opublikowal prace o klasie L, znanej
rowniez jako klasa Lévyégo L (patrz [86]), jako poczatek badan c-rozkladalnosci rozkladow.
Klasa L pojawia sie w rachunku prawdopodobienistwa jako rozwiazanie centralnego problemu
granicznego. To jest doktadnie klasa granicznych rozktadéw znormalizowanych sum czeSciowych
niezaleznych (niekoniecznie jednakowo roztozonych) zmiennych losowych,

gdzie a, € R, b, > 0, b, ' Xy (k = 1,...,n; n = 1,2,...) tworza jednostajnie infinitezymalng
macierz trojkatng. Problem scharakteryzowania takiej klasy zostal zaproponowany przez A. Ya.
Khintchina w 1936 r., i rozwiazany przez P. Lévyégo ([86]). Udowodnil on, ze miara nalezy
do L wtedy i tylko wtedy, gdy jest samorozktadalna. Klase L mozna opisa¢ w jezyku funkcji
charakterystycznych ( patrz [86] p.319, [91] p. 195). Inna charakteryzacja klasy L zostala podana
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w pracach [170], [70], [71], [64]. Uogoélnienia klasy L-rozkladéw na przestrzenie Euklidesowe
wyzszych wymiarow zostato wprowadzone w pracy Urbanika w 1969 [171]. Nastepnie Sato [151],
[152] zajmowal sie ich reprezentacjami oraz ich podklas. Kumar i Schreiber [80], [82] otrzymali
inne reprezentacje pewnych podklas klasy L-rozkladéw na przestrzeniach Banacha.

Klasy L-rozktadéw znalazly wiele zastosowan, patrz np. Barndorff-Nielsen and Shephard
(2001) [7] i bibliografia tam podana. Loéve (1945) [90] byl pierwszym , ktory rozwazal C-
rozktadalnoéé w monotetycznym przypadku C = {c* : k = 0,1,2,...} U {0}, ¢ € (0,1), tzw
c-rozktadalno$é. Opisal on c-rozkladalny rozklad jako rozktad graniczny ciggu unormowanych
sum, jak rowniez jako rozktad pewnego szeregu niezaleznych zmiennych losowych.

FakT 82 (Loéve (1945), (1955) [90], [91]). Niech ¢ € (0,1), C = {c* : k =0,1,2,...}U{0} i niech
P bedzie miarg probabilistyczng na R.
a) P € L. wtedy i tylko wtedy, gdy P jest granicznym rozkladem ciagu unormowanych
sum danych przez (106), gdzie X, Xo, ... sa niezaleznymi zmiennymi losowymi, a,, € R,
by >0,n>11lim, o0 by by =c,
b) P € L. wtedy i tylko wtedy, gdy P jest rozkladem szeregu postaci

(107) > v,
j=0
gdzie Yy, Y1, . . . sa niezaleznymi jednakowo roztozonymi zmiennymi losowymi i szereg jest
zbiezny wedtug rozktadu.

Na podstawie (107) wnioskujemy, ze rozktad zmiennej losowej Y jest generatorem rozktadu
P, c-rozktadalnego. Piszac (107) w terminach funkeji charakterystycznych wnioskujemy, ze ¢ € L,
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje funkcja charakterystyczna ¢, taka, ze ¢ jest postaci

(108) o(t) =[] welct).
k=0

7 powyzszego wzoru mamy, ze @. jest generatorem c-rozkladalnej funkcji charakterystycznej .
Misheikis (1972) [111] badal nastepny problem, rozwazajac przypadek granic bez zakladania
jednostajnej infinitezymalnosci. Udowodnil on wersje Faktu 82(a) dla dowolnej (niekoniecznie
monotetycznej) C, i w wielu pracach rowniez uogo6lnit wyniki na wielowymiarowe przestrzenie
(patrz Misheikis (1972, 1974, 1975, 1976, 1983) [110]. W innym kontekscie, Grincevi¢ius (1974)
[48] pokazal, ze szereg w Fakcie 82(b) jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy F(log(1+|Yy|) < oo, ize
jego rozktad musi by¢ albo absolutnie ciagty, albo singularny ciagly (wzgledem miary Lebesgue’a).
Zakusilo (1976, 1977, 1978) niezaleznie udowodnil te wyniki w [194], [195], [196] . Uogo6lnit on
wyniki zbieznosciowe na przestrzenie Euklidesowe, a Wolfe (1983) [191] uogolnil wyniki o ciagtosci
na przestrzenie Euklidesowe. Zakusilo w 1976 [194] udowodnil wlasnosé ciagtosci klas L., gdzie
0 < |e| < 1. Ja uogdlnitam w Rajba (2001) [P9] jego wyniki na przypadek |c| < 1.

Urbanik (1975) w [174] wprowadzil pojecie pdtgrupy rozktadalnosci D(P) zwiazanej z miara
probabilistyczna P jako zbioru wszystkich liczb rzeczywistych ¢ dla ktérych P jest c-rozkladalna.
Zostato réwniez udowodnione, ze pewne probabilistyczne wlasno$ci miar odpowiadaja algebraicz-
nym i topologicznym wlasnosciom ich polgrup rozkladalnosci. Dla dowolnej P, D(P) jest domknie-
ta multiplikatywna podpoélgrupa prostej R zawierajaca 0 and 1. Ponadto, dla kazdej niezdegen-
erowanej P, D(P) jest zwarta podpolgrupa polgrupy [—1,1].

Urbanik rozwazal problem, czy te warunki charakteryzuja polgrupy rozkladalnosci sposrod
wszystkich zwartych potgrup. Pewne nietrywialne przykltady pétgrup rozktadalnosci zostaly po-
dane w pracach Urbanik (1976) [175], Iljinskij (1978) [58], Niedbalska (1978) [P1], Niedbalska-
Rajba (1981) [P3], Rajba (1980) [P2].

W pracy Rajba(1980)[P2], podalam charakteryzacje polgrup rozktadalnosci miar nieskoricze-
nie podzielnych, ktére maja gaussowska komponente i naleza do pewnej klasy 1.

Nawet na prostej rzeczywistej, problem charakteryzacji wszystkich potgrup, ktore sa pot-
grupami rozkladalnosci jest ciagle otwarty. Wszystko co byto dotychczas zrobione o warunk-
ach wystarczajacych, zeby poétgrupa byla poélgrupa rozkladalnosci, jest podane w mojej pracy
[P3]. Udowodnitam, ze potgrupy rozkladalnosci tworza gesty podzbior w zbiorze wszystkich pot-
grup spelniajacych nasze warunki konieczne. Dla symetrycznych miar probabilistycznych problem
charakteryzacyjny zostal rozwiazany przez Iljinskijego w [58]. Mianowicie, kazda zwarta podpot-
grupa liczb rzeczywistych o module mniejszym lub réownym 1 jest poétgrupa rozkladalnosci miary
probabilistycznej symetrycznej wtedy i tylko wtedy, gdy zawiera 0 i —1.
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Zauwazmy, ze charakteryzacja Lévy’ego niezdegenerowanych samorozktadalnych P jest réwno-
wazna inkluzji [0,1] € D(P) (patrz Loéve[91], Section 23.3). Stad, w szczegdlnosci mamy
nastepujace stwierdzenie: niezdegenerowana miara probabilistyczna P jest translacja symetrycznej
samorozktadalnej wtedy i tylko wtedy, gdy D(P) = [-1,1]. K. Urbanik (1976) [175] rozwazal
nastepujacy problem: czy symetryczna miara probabilistyczna P taka, ze jej polgrupa rozkladal-
nosci zawiera otoczenie zera, jest samorozkladalna. Inaczej mowiac, czy réwnosé¢ D(P) = [—1,1]
jest prawdziwa? W mojej pracy Niedbalska (1978) [P1] podalam rozwiazanie tego problemu i
datam negatywna odpowiedz. Mianowicie, podalam przyktad miary P symetrycznej, ktorej pot-
grupa rozktadalnosci zawiera otoczenie zera, ale ktora nie jest samorozktadalna (a nawet nie jest
nieskoniczenie podzielna), czyli D(P) # [—1,1].

W [P 3] definiuje c-rozktadalnosé miar wzgledem podzbioréw zbioru miar probabilistycznych P.
Niech H C P bedzie zbiorem catkowicie domknietym (patrz [151]). Mowimy, ze ¢ jest c-
rozktadalna wzgledem H, gdy ¢ jest c-rozktadalna i wspolezynnik ¢, we wzorze (106) nalezy
do klasy H. Definiuje polgrupe rozkladalnosci D(P, H) jako zbior wszystkich ¢ € R, dla ktérych
P jest c-rozkladalne wzgledem H. W [P3] badam c-rozkladalnosé wzgledem klasy Id nieskoricze-
nie podzielnych rozkltadéw (patrz np. [37]). Wiadomo, ze dla P € L, D(P) = D(P,Id). Inacze]
mowiac, dla ¢ € L wszystkie wspotezynniki . (¢ € D(P)) sa nieskonczenie podzielne. W [P3]
podaje przyktad miary P nieskoriczenie podzielnej z funkcja charakterystyczna o, takiej ze ¢ jest
c-rozkladalna dla pewnego 0 < ¢ < 11 ¢, nie jest nieskoriczenie podzielna, tzn. D(P) # D(P, Id).

Warto zaznaczy¢, ze w mojej pracy Niedbalska-Rajba (1981) [P3] udowodnilam, ze kazda
zwarta polgrupa zawierajaca 0 i 1 jest polgrupa rozktadalnosci D(P, Id), tzn. dla kazdej takiej
polgrupy C istnieje P € Id, taka ze D(P,1d) = C. Jest to rozwigzanie problemu Urbanika
charakteryzacji potgrup, ktore sa polgrupami rozktadalnosci, dla potgrup rozktadalnosci D(P, Id).

Ponadto, w pracy Rajba (2001) [P9] badam klase Lo (Id) rozktadow P, ktore sa C-rozkladalne
wzgledem Id (C C [-1,1]), tzn. dla ktorych C C D(P,Id). Podaje reprezentacje funkeji
charakterystycznych rozktadow P € Lo (Id). Metoda mojego dowodu, stymulowana wynikami
Urbanika [170], polega na znalezieniu punktéw ekstremalnych pewnego zbioru zwartego utwor-
zonego przez miary spektralne rozkltadow z Lo (Id). Kiedy juz punkty ekstremalne sg znalezione,
stosuje twierdzenie Choqueta o reprezentacji punktéw zwartego wypuklego zbioru jako barycen-
trum punktow ekstremalnych ([130], p. 19). Z twierdzenia Choqueta o jednoznacznosci dla
metryzowalnej przestrzeni X ([130], p. 70), otrzymuje jednoznaczno$¢ reprezentacji.

Zbiér rozkladéw samorozkladalnych odgrywa duza w opisie rozkladéw granicznych ciagéw
zmiennych losowych. Warunek infinitezymalnosci {b, ! X}, } implikuje, Ze klasa L jest podzbiorem
zbioru Id zbioru wszystkich rozktadow nieskonczenie podzielnych. Ponadto zawiera ona stabilne
miary probabilistyczne, tzn. granice (106), ale dla jednakowo rozlozonych zmiennych losowych.
Stabilne zmienne losowe i wektory odgrywaja kluczowa role w teorii rachunku prawdopodobieristwa.
Ich badania zostaly zapoczatkowane w latach 1920 - 1930 przez Paul Lévyégo i Aleksandera
Yakovlevicha Khintchina. Literatura na ten temat jest bardzo bogata (patrz np. P. Lévy [86],
Gnedenko i Kolmogorov [43], Linde [87], Zolotariew [197], Ibragimov i Linnik [57], Samorodnitsky
i Taqqu [148], Janicki i Weron [59]).

Urbanik (1973) [173] zdefiniowal klasy L,, takie, ze

Id>LyDL;D...0Le= (| Lm >S5,
m=0

gdzie Ly = L i S oznacza zbior rozkladéw stabilnych. Zgodnie z definicja podana przez Urbanika,
definiujemy klase L,,, m > 1, jako klase wszystkich mozliwych granic (106), gdzie £(X}y) € Ly—1
(k = 1,2,...). Rozklady z klas L,, i Lo sa nazywane (m + 1)-krotnie samorozktadalnymi
i catkowicie samorozktadalnymi, odpowiednio. Urbanik (1973) [173]| udowodnil, ze rozklad P
nalezy do klasy L,, (m = 1,2,...,00) wtedy i tylko wtedy, gdy jest on [0, 1]-rozkladalny wzgle-
dem klasy L,,—1 (wedlug mojej terminologii w tej pracy). Ponadto, Lo, jest najmniejsza klasa
zawierajaca S, ktora jest zamknieta ze wzgledu na sploty i zbiezno$é. Scharakteryzowal on réwniez
klasy L,, w terminach ich funkcji charakterystycznych. Nastepnie, Kumar i Schreiber w [81] oraz
Sato w [150] znalezli inne dowody ogolnej postaci funkcjonaléw charakterystycznych elementow z
L, (m=0,1,2,...,00) (patrz [97]).
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Bunge (1997) [23] uogélnit klasy Urbanika i zdefiniowat klasy LS dla dowolnej potgrupy C,
takie ze LS pokrywa sie z L,, dla klasy C = [0,1] i

Ly >LY>... oL =) LS.
m=0

W pracy Rajba (2001) [P9]) badam rozklady, ktore sa C-rozkladalne wzgledem klasy L,,
(m=0,1,2,...). Znajduje reprezentacje ich funkcji charakterystycznych. Dowodze, ze dla kazdej
C C [-1,1] (zwartej polgrupy zawierajacej 0 i 1) istnieje P € L,, takie, ze D(P,L,,) = C.

W Rajba (2005) [P15] udowodnitam, ze klasa rozkltadow, ktore sa C-rozkladalne wzgle-
dem klasy L, (m = 0,1,2,...) jest dokladnie klasa rozkladéw granicznych pewnych znormali-
zowanych sum cze$ciowych niezaleznych zmiennych losowych, ktore spelniaja pewien infinitezy-
malny warunek, jak réwniez pewnych sum w przypadku, gdy warunek o ifinitezymalnosci bedzie
pominiety. Podaje rowniez ich charakteryzacje jako klasy rozkladéw granicznych podciagéw znor-
malizowanych sum, ktére spetniaja infinitezymalny warunek.

W pracy Rajba (1999) [P8] badam wielokrotna rozkladalnosé miar probabilistycznych (por.
[165]). Niech ¢1,...,cx € R, k > 1. Mowimy, ze funkcja charakterystyczna ¢ jest (c1,...,ck)-
rozktadalna, lub, ze ¢ € L, . ¢, gdy

o(t) = p(crt)pe, (1), e, () = @e, (cat)pey ey (B), - -
Per,.oncr—1 (t) = Pey,oncp_1 (ckt)(pcl,m,Ck (t)a

gdzie Y., Pey cas -+ -1 Per,... e, 53 funkcjami charakterystycznymi. Zakladajac, ze wszystkie powy-
zsze wspOtczynniki naleza do klasy H, mowimy, ze ¢ jest (cy,...,cx)-rozkladalna wzgledem H
(p € Le,,...c.(H). Udowodnitam, ze klasa L., . ., pokrywa si¢ z klasy szeregéw pewnych zmi-
ennych losowych i z klasg rozktadéw granicznych pewnych sum unormowanych. Podalam charak-
teryzacje klasy G, ... ., skladajacej sie z generatoréw rozktadow z klasy L, ... ,. Udowodnitam,
ze funkcja charakterystyczna i nalezy do klasy G, ... ., wtedy i tylko wtedy, gdy

E {m’f (2] + 1)} < o0,

gdzie Z jest zmienng losows z funkcja charakterystyczna . Wynik ten uog6lnia twierdzenie
udowodnione przez Zakusilo (1976) [194] dla k = 1. W [P9] wprowadzam i badam zbior wielokrot-
nej rozktadalnoéci D,y (P, H) miary P € H wzgledem H, sktadajacy sig ze wszystkich (ci, ..., cx)
(lejl < 1,5 = 1,2,...,k) takich, ze P jest (ci1,...,c,)-rozkladalna wzgledem H. Podaltam
rowniez charakteryzacje (ci,. .., cg)-rozkladalnosci funkcji charakterystycznej ¢ wzgledem klasy
miar nieskoriczenie podzielnych, w jezyku miar spektralnych Lévy’ego odpowiadajacych ¢ (w repre-

zentacji Lévy-Khintchina, patrz [90]). Opisalam tez klase rozktadow (cq,. .., cx)-rozktadalnych
wzgledem klasy Id jako klase rozkladow nieskoriczenie podzielnych z (¢y, . . ., ¢x )-supernadniezmie-
nnicza miara spektralng Lévy’ego. W [P11] podatam charakteryzacje funkeji, ktore sa dystry-
buantami (cq, ..., ck)-nadniezmienniczych miar.

Dla ¢y = c2 = ... = ¢y = ¢, w miejsce L, ., bedziemy pisa¢ L, (x), i bedziemy nazywac
rozklady nalezace do tych klas, k-krotnie c-rozktadalnymi (patrz [P10], [165]). W pracy Rajba
(2002) [P10], znajduje reprezentacje k-krotnie c-rozktadalnych wzgledem Id rozktadow: L ) (Id)
(k=1,2,...), L¢ () (Id) oraz L. 4 (Id), gdzie a > 0 (« jest niekoniecznie catkowita). Stosujac
otrzymane reprezentacje znajduje rowniez reprezentacje a-krotnie samorozktadalnych rozktadow
(a > 0) i calkowicie samorozktadalnych rozktadow. W [P 18] definiuje i badam potgrupy rozkladal-
nosci utamkowego rzedu zwiazane z rozktadami z klas L. (o) (/d).

Klasy L,, byly rowniez badane na wielowymiarowych przestrzeniach. Mianowicie, Sato podat
w [151] ich opis na przestrzeni Euklidesowej R? i Nguyen van Thu w [161] oraz Kumar i Schreiber
w [82] na rzeczywistej osrodkowej przestrzeni Banacha (patrz [162], [163], [164], [66]).

Maejima i Naito (1998) w [94] badali tzw. semi-samorozktadalne rozklady na R? jako
graniczne rozklady podciagéw znormalizowanych ciagéw sum czesSciowych niezaleznych zmien-
nych losowych, ktore niekoniecznie sa jednakowo roztozone, ale spelniaja warunek infinitezymalny.
Normalizacja jest brana po ciagach {b,} takich, ze limb,!,b, = ¢ > 01 limb, = co. W [94]
rozklady z klas semi-rozkladalnych rozktadow Lo(c) i ich podklasy L.,(c) sa opisane w jezyku
rozktadalnosci zmiennych losowych. Autorzy scharakteryzowali miary Lévy’ego odpowiadajgce
tym rozktadom. Rozklady semi-samorozkladalne sa naturalnym uogodlnieniem semi-stabilnych.
Wiadomo, ze rozktady semi-stabilne sa scharakteryzowane jako graniczne rozktady podciagdéw
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znormalizowanych ciagéw sum czesciowych niezaleznych i jednakowo roztozonych zmiennych losowych
(patrz Meerchaert-Scheffer [104], Choi [26]).

W Rajba (2009) [P19], badam C-rozkladalnos¢ miar na przestrzeni Euklidesowej R?, gdzie
C c [-1,1], wzgledem klasy I(R?) rozktadéw nieskoriczenie podzielnych i wzgledem klasy L,, (R?)
rozktadow (m + 1)-krotnie samorozktadalnych. Podaje reprezentacje ich funkcji charakterysty-
cznych. Podaje przyktady rozkladow , ktoére sa doktadnie C-rozkladalne wzgledem Lm(Rd).
Mozna zauwazy¢, ze klasa rozktadéw C-rozktadalnych wzgledem I (]Rd), w monotetycznym przy-
padku C = {c¥}22 U {0} (tzn. c-rozkladalnych wzgledem I(R?)), pokrywa sie z klasa, Lo(c),
oraz klasa m-krotnie c-rozkladalnych wzgledem I(R?) pokrywa sie z klasa Ly, (c) z [94]. Wyniki
otrzymane w [P19], sa uzupelnieniem i uogblnieniem wynikéw uzyskanych w [94].

Wydaje sie rzecza naturalng, ze w wielowymiarowych przestrzeniach, sumy czesciowe ciggu
zmiennych losowych powinny by¢ normowane przez liniowe operatory albo afiniczne transformacje.
W takim przypadku otrzymujemy klasy opemtorowo—samorozktadalnych(OL(Rd)) i operatorowo-
stabilnych miar probabilistycznych.

W 1972 Urbanik [172] zdefiniowal klasy rozktadow granicznych sum czesciowych niezaleznych
zmiennych losowych o wartosciach w R, normowanych przez transformacje afiniczne. Nazwal te
rozklady miarami probabilistycznymi Lévy’ego. Yamazato [193] zamienil te nazwe na O L-rozklady
i oznaczyl przez OL(Rd) klase wszystkich OL-rozkladéw na R¢, poniewaz jest to uogoélnienie L-
rozktadow poprzez operatory. Mowimy, P ma operator-samorozktadalnos$ci, gdy istnieje operator
Q taki, ze P jest c¥ rozkladalna dla kazdego 0 < ¢ < 1 ([172]). Operator @ bedziemy nazywac
operatorem-samorozktadalnosci, a rozktad P nazywamy @Q-samorozktadalnym. W pracach Mae-
jima, Sato i Watanabe (1999, 2000) [95], [96], Rajba (2006) [P16] badane sa miary na R?, ktore
sa c?-rozkladalne, dla kazdego c € C, gdzie C C [0, 1].

Urbanik w [172] pokazal, ze rozktad P nalezy do OL(Rd) wtedy i tylko wtedy, gdy P ma oper-
ator samorozkltadalnosci, przy zalozeniu ze P jest faktycznie d-wymiarowa (tzn. nie jest skupiona
na hiperplaszczyZnie o mniejszym wymiarze). Dalej, podal on reprezentacje funkeji charakterysty-
cznych rozkladéw operatorowo-samorozkladalnych (tzn. posiadajacych operator samorozktadal-
nosci). Inne reprezentacje mozna znalezé np. w pracach Wolfe (1980) [188], Jurek (1983) [65],
[66], Yamazato (1984) [193], Sato i Yamazato (1984, 1985) [154], [155]).

Z drugiej strony, do tej pory nie sa znane reprezentacje O L-rozktaddéw bez zalozenia faktycznej
d-wymiarowosci. Yamazato [193] oznaczyl operatorowo-samorozkladalne rozktady jako OSD-
rozktady i przez OSD(R?) klase wszystkich OSD-rozkladow. Yamazato [193] podal przyktad
O L-rozkltadu, ktory nie jest operatorowo-samorozktadalny.

Sakovic (1961, 1965) [146], [147] byt pierwszym, ktory badal operatorowo stabilne rozktady
na R 7 drugiej strony, Fisz (1954) [38] udowodnit twierdzenie o zbieznosci operatorowego typu
(normalizacja przez macierze). Zaréwno Fisz jak i Sakovic uzywali podej$cia wg. zbieznosci po
wspotrzednych, co prowadzilo do rachunkowych trudnosci.

Niezaleznie od Sakovica, 1 wezesniej przed praca Urbanika [171], Sharpe (1969) [158] badat
klase granicznych rozktadow afinicznych transformacji sum czedciowych niezaleznych jednakowo
rozlozonych zmiennych losowych o warto$ciach w R?. Nazwal on klase takich rozktadéw operatoro-
wo-stabilnymi rozktadami, i scharakteryzowal tzw. operator stabilnosci, zaktadajac, ze sa one fak-
tycznie d-wymiarowe. W dowodzie uzywal pewnych metod algebraicznych. Podobnie, Urbanik
(1972) [172] dat funkcjonalny dowod opisujac operatorowo-samorozktadalne miary. To stalo sie
poczatkiem okresu intensywnych badan granicznych rozkladow. Z kolei, Jurek i Vervaat w [73]
oraz Jurek w [63] otrzymali reprezentacje OSD-rozkladow jako calki stochastyczne wzgledem
procesu o stacjonarnych i niezaleznych przyrostach (patrz [62], [63], [64], [67], [68], [69]). Jed-
noczesnie, Wolfe [189] otrzymal te sama reprezentacje na przestrzeni Euklidesowej (patrz tez
[190]). Natomiast w Sato i Yamazato [154] OSD-rozktady na R? sa scharakteryzowane jako
graniczne rozklady procesu typu Ornsteina-Uhlenbecka ([189], d = 1). Monografia Operator limit
distributions in probability theory Jurka i Masona (1993) [72] stanowi podsumowanie intensywnych
badan z tego okresu.

W pracy [P16]| badam (C, Q)-rozkladalnosé¢ wzgledem m-krotnie Q-samorozktadalnych rozkta-
déw na Rd, gdzie C' C [0,1]. Otrzymuje reprezentacje funkcji charakterystycznych ich rozkladow.
Badam réwniez zwiazane z takimi rozkladami poélgrupy rozktadalnosgci pewnych liniowych oper-
atorow. Dowodze, ze dla kazdego C' C [0,1] (C, zwarta polgrupa zawiarajaca 0 1 1 ) istnieje
rozklad, ktory jest doktadnie (C, Q)-rozkladalny wzgledem klasy m-krotnie Q-samorozktadalnych
rozktadéw na przestrzeni Euklidesowej.
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Moim zdaniem, do najwazniejszych wynikéw dotyczacych c-rozktadalnosci miar naleza:

e Przyklad miary probabilistycznej P takiej, ze jej polgrupa rozkladalnosci D(P) zawiera
otoczenie zera, a P nie jest samorozktadalna, nie jest ona nawet nieskonczenie podzielna
([P1], Th., p.138).

Praca [P1] jest cytowana w pracy Bunge (1997) [23] i w monografii Jurek i Mason (1993)
[72].

e Twierdzenie, ze zbiér polgrup rozkladalnosci miar niezdegenerowanych tworzy gesty
podzbior w zbiorze C skladajacym sie ze wszystkich zwartych podpotgrup C C [—1,1]
zawierajacych obie liczby 01 1 ([P3], Th. 2.1).

Twierdzenie, ze zbior potgrup D(P, Id) pokrywa sie ze zbiorem C, tzn., ze dla kazdej
C' € C istnieje miara nieskoriczenie podzielna P taka, ze D(P,Id) = C (|[P3], Th. 1.3).
Twierdzenie, ze istnieje P € Id taka, ze D(P,1d) # D(P) ([P3], Th. 1.1).

Praca [P3] jest cytowana w monografii Jurek i Mason (1993) [72] oraz w pracach: Ur-
banik (1984) [176], Bunge (1997) [23], Bouzar i Metron (2008) [19], Becker-Kern i Hazod
(2009) [9], Lindner i Sato (2009, 2011) [88, 89], Sato(2011) [153], Aoyama i Nakamura
(2012) [1]; moja praca doktorska O pdtgrupach rozktadalnosci miar probabilistycznych
na prostej (ktora zawiera m. in. wyniki z [P3]) jest cytowana przez N. V. Thu (1985)
[165].

e Twierdzenia o punktach ekstremalnych zbioru H- nadniezmienniczych miar i C-nadniez-
mienniczych miar. Twierdzenia o reprezentacji caltkowej miar spektralnych Lévy’ego
rozkladow c-rozktadalnych wzgledem klasy L, (C € C) ([P9], Th. 3.1, 4.2, 4.3, 4.4).

e Charakteryzacja klasy G, .. ., skladajacej si¢ z generatoréw rozkladéw nalezacych do
klasy Le, ... (k € N), jako klasy rozkladow zmiennych losowych Z speliajacych

E {m’“ (12| + 1)} < o0.

To twierdzenie charakteryzacyjne jest odpowiednikiem twierdzenia Zakusily (1976) w [194]
dla k=1 ( [P8], Th. 1, p. 173).

e Charakteryzacja C-rozkladalnosci wzgledem klasy Lm(Rd) rozkladow (m + 1)-krotnie
samorozktadalnych na RS W szczegolnosci, przyklady miar, ktore sa doktadnie C-
rozktadalne (C' € C) wzgledem L,,(R?) ([P19], Statistics and Probability Letters, Impact
Factor 0,386). Wyniki te uzupelniaja i uogélniaja wyniki zawarte w [94].

Zagadnienia z transmisji informacji

Problemy zagadnien z transmisji informacji sa badane w pracach [P4, P6, P7, P12, P13, P14,
P17, P20, P22, P24, P28|.

W pracy [P4] przedstawiono analityczne zaleznosci wiazace prawdopodobieristwo bledow
w transmisji cyfrowej z klasa znieksztalcen czasowych statycznych (zwanych rowniez znieksztalce-
niami jednostronnymi), w obecnosci szumu gaussowskiego. Przy przesylaniu informacji w postaci
sygnalu binarnego, powszechnie przyjetym kryterium jakosci transmisji jest prawdopodobieristwo
btedow. W praktyce korzysta sie z tzw. stopy bledoéw, czyli przyblizenia prawdopodobienistwa
bledéw na podstawie pomiaréw. Przyblizenie to zalezy od liczby blednie odebranych elementow.
Aby uzyskaé przyblizenie prawdopodobieristwo bledéw na zadanym poziomie ufnosci [1], [2], nalezy
pomiar kontynuowaé, az do czasu zarejestrowania okreslonej liczby bitéw blednych. Dla kanatéw
wysokiej jakosci (np. 107° dla transmisji danych, 1072 w laczach $wiattowodowych) czas pomi-
aré6w musi byé odpowiednio dtugi, proporcjonalnie do szybkosci transmisji. Inng wada pomiaru
stopy btedow jest koniecznos¢ wytaczenia kanalu z transmisji uzytkowej oraz potrzeba stosowania
sygnalu testujacego. Ponadto ocena kanatu transmisyjnego nie odbywa sie na biezaco w czasie
trwania transmisji uzytkowej. Bardzo interesujace sa te metody oceny jakosci kanaléw transmisji,
ktore korzystaja z uzytkowego sygnalu transmisji (parz np. [186, 46, 53, 27]). W pracy [P4]
szukamy estymatora prawdopodobienstwo bledéw, w zaleznosci od parametréw statycznych zniek-
sztalcen czasowych [7, 8]. Zakladamy obecnosé addytywnego szumu gaussowskiego oraz tego, ze
na wejsciu, odbiornik sygnatu jest zaopatrzony w idealny filtr ktory jest dopasowany do sygnatu
bez statycznych znieksztalcenn czasowych [9, 10]. W pracy [P4] otrzymujemy wzory na estyma-
tor prawdopodobieristwa btedéw jako funkcje stosunku sygnal-szum i parametréw znieksztatcen
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czasowych. Wystepowanie statycznych znieksztatcenn czasowych zwigzane jest z niedoskonatoscia,
sprzetu transmisji danych jak rowniez wynika ono z niezgodno$ci czestotliwosci no$nych transmisji
danych. Jak widaé¢ na wykresach otrzymanych estymatoréw prawdopodobieristwa, nawet niewielki
wzrost statycznych znieksztalcenn czasowych powoduje, w obecnosci szumu gaussowskiego, duze
straty jakosci transmisji (pogorszenie jakosci transmisji nawet o kilka rzedow). Warto dodac,
ze w pracy [13], badano na drodze pomiarowej, dla transmisji danych z kluczowaniem czestotli-
wosci w analogowym kanale transmisyjnym, zaleznos¢ prawdopodobieristwa bledéw od statycznych
znieksztalceri czasowych, w obecnosci szumu gaussowskiego.

W pracach [P7, P6, P12], badali$my jakos¢ tacza transmisji danych FSK pracujacego z rzeczy-
wistym dyskryminatorem czestotliwosci w obecnosei szumu gaussowskiego (|6, 10, 11]). Bral-
iSmy pod uwage efekt znieksztalceri czasowych powodowanych przez rzeczywisty dyskryminator
czestotliwosci. W szczegdlnosci otrzymalisémy wzor na prawdopodobienistwo btedow jako funkcje
stosunku sygnal-szum i parametréow znieksztalcen czasowych. Analizowali$émy rozne znieksztalce-
nia powstajace na wyjsciu dyskryminatora ([132, 139, 92]. Elementarne znieksztalcenia naleza
do klasy jednostronnych znieksztalcen czasowych sygnatu (bias time distortions). Wynikaja one
z przesuniecia widma powodowanego przez oba filtry nadawczy dolnoprzepustowy i odbiorczy
gérnoprzepustowy. Dynamiczne znieksztalcenia czasu sa wytwarzane przez rzeczywisty dyskrymi-
nator czestotliwosci i sa efektem caltkowania ciggu impulséw, przez odbiorczy filtr dolnoprze-
pustowy (por. [166, 92]) (dynamic time distortions). Z kolei, stochastyczne znieksztalcenia
czasowe wynikaja z obecnosci szumu gaussowskiego w kanale nosnym. Moga one by¢ aproksy-
mowane ucietym rozktadem gaussowskim ([166]). W poprzednich badaniach byt rozwazany ide-
alny dyskryminator czestotliwosci jako demodulator, i w efekcie byt pomijany wptyw znieksztatcen
czasowych ([11, 102, 127, 140, 167]). W naszych pracach rozwazamy FSK system z rzeczy-
wistym dyskryminatorem czestotliwosci, co umozliwia badanie tych znieksztalcer. Parametry
znieksztalceri czasowych sg wygodnym parametrem charakteryzujacym jakosé transmisji, ale wzor
na prawdopodobienistwo btedu w zaleznosci od tych parametréw nie byl dotychczas znany.

W pracy [P13] podajemy metode estymacji dyspersji dynamicznych znieksztalceri czasowych.
Stosujemy elementy teorii granicznych rozktadéw ekstremalnych porzadkowych statystyk pozy-
cyjuych ([78, 84]. Dyspersja dynamicznych znieksztalcen czasowych jest parametrem, ktory wys-
tepuje we wzorze na prawdopodobienistwo btedu w systemie FSK z rzeczywistym dyskryminatorem
czestotliwosed, ktory otrzymalismy w pracy [P7].

W pracy |P14| przedstawiono metode wielopunktowego pomiaru temperatury (por. [107])
oraz transmisji komunikatéow o przekroczeniu wartosci krytycznych. Wyniki pomiaréw sg prezen-
towane na mobilnym terminalu. Wykorzystano technologie Bluetooth ([108]) do transmisji infor-
macji z komputera do telefonu komoérkowego pelnigcego role terminala mobilnego. Jednoczesnie
telefon ten pracuje w sieci GSM, i w przypadku przekroczenia dopuszczalnej wartosci temperatury
ktoregokolwiek z czujnikéow generuje komunikaty SMS o przekroczeniu wartosci krytycznej (por.
[28, 47, 168, 187]), wysylane do ustalonych numer6w telefonicznych.

W pracy [P17] przedstawiono rozwiazanie zagadnienia wspomagania decyzji dowodcy jachtu
podczas manewrow. Informacje sa dostarczane z czujnikdéw i urzadzen pokladowych na mobilny
terminal dowodcy (przystosowany telefon komorkowy Siemens S55), wykorzystano w tym celu
lacze radiowe zrealizowane na bazie technologii Bluetooth ([108]). Terminal dowddcy otrzymuje
informacje, jak rowniez wysyla komunikaty o przekroczeniu wartosci krytycznych kontrolowanych
wielkosci fizycznych (patrz [28, 47, 168, 187]).

W pracach [P20, P22, P24, P28] przedstawiamy nowa metode losowego sterowania w bezprze-
wodowych sieciach czujnikow (WSN). Losowe sterowanie praca sieci jest zrealizowane poprzez
uzycie poissonowskiego strumienia zgloszen do modelowania naszej sieci (PASTA, patrz [4, 5]).
W proponowanym rozwiazaniu pojedynczy czujnik-nadajnik (w skrocie, czujnik) pozostaje nieak-
tywny przez caly czas, z wyjatkiem losowo wybranych momentow czasowych, gdy wysyla informa-
cje o mierzonej wielkosci do bazy centralnej. Wszystkie czujniki wysylaja informacje niezaleznie
jeden od drugiego. Jest to sie¢ zbiorcza z informacja wysytana tylko w jedng strone, przy uzyciu
tylko jednej czestotliwosci radiowej. W efekcie jest duza oszczednosé energii czujnikéow, nadawany
protokot moze by¢ krotki. Skutkuje to tez duzym uproszczeniem sprzetowym. W naszych pracach
budujemy model matematyczny sieci i analizujemy poprawno$é dzialania sieci.

Przy tych zalozeniach pojawia si¢ problem zakldcenia transmisji sygnatu. Jezeli jeden lub
wiecej czujnikow zacznie nadawaé podczas trwania nadawania protokotu przez jakis czujnik, taka
sytuacja jest nazywana kolizja. Taki zakldcony sygnal jest ignorowany. Akceptujemy pewne straty
informacji, zyskujac prostote calego systemu i sprzetowa. W pracach [P20, P22, P24| wszystkie
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czujniki maja jednakowy éredni czas pomiedzy transmisjami, natomiast w [P28] sg podzielone na
grupy, w ktorych jest taki sam $redni czas pomiedzy transmisjami pojedynczego czujnika. W [P20]
otrzymujemy wzér na warunkowe prawdopodobienistwo kolizji w przedziale o danej dtugosci, przy
zalozeniu danej liczby nadan w przedziale. W pracach [P22, P24, P28] otrzymujemy twierdzenia
0 bezwarunkowym prawdopodobienistwie kolizji.

W pracy [P28] przedstawiamy przyklad zastosowania bezprzewodowe]j sieci czujnikow z jed-
nokierunkows, transmisja do monitorowania stanu pacjentow szpitala. Wezly sieci (czujniki) sa
podzielone na grupy, w ktorych jest taki sam $redni czas pomiedzy transmisjami, zalezacy od stanu
zdrowia pacjentéow. Otrzymujemy wzér na prawdopodobienistwo kolizji, ktory jest weryfikowany
poprzez badania symulacyjne pracy sieci.

[P22] jest w monografii Knowledge in telecommunication technologies and optics, 2011. [P20]
jest w czasopismie PAK. Praca [P24] jest w czasopismie PRZEGLAD ELEKTROTECHNICZNY
(Electrical Review) z listy filadelfijskiej, impact factor 0,244 . Praca [P28] zostata przyjeta do
prezentacji na IEEE Symposium Series on Computational Intelligence, IEEE SSCI 2013 Singapore,
ktore odbedzie sie w dn. 16 — 19.04.2013, w Singapurze, jak réwniez zostala zakwalifikowana do
publikacji w Proceedings publikowanych przez IEEE.
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lub 3 (wedlug Google Scholar, na co sktadaja sie po 4 cytowania do T. Rajba, Sz. Wa-
sowicz, Probabilistic characterization of strong convezity, Opuscula Mathematica (2011),
do T Rajba, S Rajba, Wireless sensor convergecast based on random operations proce-
durePomiary, Automatyka, Kontrola 56 (3), 255-2584 oraz do T. Rajba, A representation
of distributions from certain classes Lid S, Probab. Math. Statist 4, 67-78 ), z tym, Ze
gdyby uwzglednié¢ cytowania moich pozostatych prac opublikowanych pod nazwiskiem
T. Niedbalska (10 cytowan) i T. Niedbalska-Rajba (4 cytowania), wspotczynnik Hirscha
h wyniostby 4 (wedtug Google Scholar).

Konferencje

35 referatow wygtoszonych na konferencjach naukowych,
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(4) T. Rajba, On certain limit distributions of selfdecomposable distributions, 26th Sem-
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Problems for Stochastic Models, 10-17.05.2004, Jurmala (Latvia).

(7) T. Rajba, A generalization of operator-selfdecomposable distributions on Fuclidean
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cation to Patients Health Monitoring , IEEE Symposium Series on Computational
Intelligence 2013, April 15-19, 2013, Singapore, (praca zostala przyjeta do prezen-
tacji na IEEE Symposium Series on Computational Intelligence 2013, referat bedzie
wygloszony przez wspotautora P. Raifa).

T. Rajba, K. Nikodem and Sz, Wasowicz, On strongly Schur-convex functions, 49th
International Symposium on Functional Equations, Graz-Mariatrost (Austria), June
19-26, 2011 (referat wygloszony przez Sz, Wasowicza).

B. Micherda, T. Rajba, On some inequalities of Hermite-Hadamard-Fejér type for
(k,h)-convex functions, 14th International Conference on Functional Equations and
Inequalities, Bedlewo, 11-17.IX.2011 (referat wygtoszony przez B. Micherda).
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28.V.2012 .
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(33) T. Rajba, S. Rajba, The performance of a Digital FSK system with actual discrim-

inator: time distortions effects, Pietnasta Ogodlnopolska Konferencja Zastosowan
Matematyki, 22.09-01.10.1986, Tresna.

e INNE WYSTAPIENIA. ODCZYTY POPULARYZATORSKIE

(1)

(2)

Wygloszenie kilkudziesieciu referatéw o wynikach wtasnych badan na Seminarium
Probabilistycznym, na Uniwersytecie Wroctawskim w latach 1976 - 1999 oraz na
Seminarium Katedralnym, Katedry Matematyki i Informatyki w Akademii Tech-
niczno - Humanistycznej, od 2001.

4 referaty na Seminarium z réwnan i nieréwnosci funkcyjnych o wielu zmiennych,
na Uniwersytecie Slaskim:

O funkcjach delta-wypuktych n-tego rzedu, I, 10.12.2012.

O funkcjach delta-wypuktych n-tego rzedu, II, 26.11.2012r.

Interpretacja probabilistyczna nieréwno$ci Hermite’a- Hadamarda, 16.04.2012.

O funkcjach wypuktych n-tego rzedu, 15.03.2012.

2 referaty na Seminarium z réwnan funkcyjnych, na Uniwersytecie Slaskim:
Poréwnanie klas funkcji wypuklych wyzszych rzedéw w sensie Wrighta i Jensena,
11, 21.02.2012.

Reprezentacje catkowe funkcji delta-wypuktych wyzszych rzedow, 17.05.2012.
Referat pt. O randomizacji funkcji wielokrotnie wypuktych w sensie Wrighta, na
Seminarium Katedralnym Katedry Matematyki Wydziatu Elektrotechniki i Infor-
matyki Politechniki Lubelskiej, 13.10.2011.

Referat pt. O samorozktadalnosci miar probabilistycznych na Seminarium Proba-
bilistycznym, na Wydziale Matematyki i Nauk Informacyjnych Politechniki Warsza-
wskiej, 28.05.2003.

Odczyt pt. Rozktadalno$é miar probabilistycznych, 10.10.2002.

na zaproszenie Gornoslaskiego Oddzialu Polskiego Towarzystwa Matematycznego
w Katowicach, na Uniwersytecie Slaskim,

Odczyty popularyzatorskie wyglaszane w ramach Beskidzkiego Festiwalu Nauki i Sz-
tuki:

O paradoksach w rachunku prawdopodobieristwa, 2002.

O przesladowaniu przez pech, 2004.

Czy warto rzucaé monetq, 2008.

e Osiggniecia dydaktyczne

Promotorstwo kilkunastu prac magisterskich na Uniwersytecie Wroctawskim w latach
1981 - 1999.

e Nagrody

Nagroda Rektora ATH za osiagniecia naukowe, 2001.

Dwie Nagrody Prorektora Politechniki ¥.6dzkiej za osiagniecia naukowe, 1999, 2000,
Trzy Nagrody Rektora Uniwersytetu Wroctawskiego, za osiagniecia naukowe, 1978,
1979, 1982.

Nagroda PAN za prace Z ZAKRESU TEORII PRAWDOPODOBIENSTWA, 1981.
Nagroda I STOPNIA, w KONKURSIE POLSKIEGO TOWARZYSTWA MATEM-
ATYCZNEGO na najlepsza prace studencks z teorii prawdopodobienstwa i za-
stosowann matematyki, za prace magisterska Pdtgrupy rozktadalnosci miar proba-
bilistycznych na prostej rzeczywistej, 1976.
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¢ Recenzowanie publikacji w czasopismach miedzynarodowych i krajowych

Applicationes Mathematicae, 1981 - 1990, kilka zrecenzowanych manuskryptow pub-
likacji, Aequationes Mathematicae,2012, jedna recenzja manuskrypu publikacji
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