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Z elementarnej teorii liczb znamy nast¦puj¡ce twierdzenie, sformuªowane po
raz pierwszy w 1842 roku przez Johanna Petera Gustava Lejeune - Dirichleta
(1805-1859):

Twierdzenie 1 (zasada pudeªkowa Dirichleta) Je±li cardX > n, n 2 N,
oraz X = X1 [ : : : [Xn, to dla pewnego i 2 f1; : : : ; ng:

cardXi > 1 o

Dowód prowadzi si¦ metod¡ indukcji matematycznej i nie b¦dziemy si¦ nim tutaj
dokªadniej zajmowa¢. Nie b¦dziemy te» udowadnia¢ innej ciekawej wªasno±ci, »e
mianowicie zasada Dirichleta równowa»na jest aksjomatowi indukcji, zajmiemy
si¦ natomiast kilkoma zastosowaniami tego twierdzenia. Ju» w szkole rozwi¡za¢
mo»na nast¦puj¡ce proste zadanie:

Zadanie 1 Udowodni¢, »e na �l¡sku mieszkaj¡ przynajmnie dwie osoby maj¡ce
tak¡ sam¡ liczb¦ wªosów na gªowie. o

Nieco wi¦cej pomysªowo±ci wymaga rozwi¡zanie innegom zadania:

Zadanie 2 Na pªaszczy¹nie danych jest 5 punktów o wspóªrz¦dnych caªkowitych.
Udowodni¢, »e ±rodek jednego z odcinków ª¡cz¡cych 2 spo±ród tych punktów te»
ma caªkowite wspóªrz¦dne. o

Zada« tych nie b¦dziemy tu rozwi¡zywa¢ - pozostawiamy je do pobawienia si¦
czytelnikowi, podobnie jak i zadania zamieszczone na ko«cu referatu. Spróbujmy
natomiast zaj¡¢ si¦ takim problemem:

Zadanie 3 Która z cyfr, 7 czy 8, pojawia si¦ cz¦±ciej jako pierwsza cyfra liczb
postaci 2n ? o

Intuicyjnie trudno na to pytanie odpowiedzie¢, co ilustruje poni»sza tabela:
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8 = 23 70368744177664 = 246

8192 = 213 7 . . . = 256

8 . . . = 2106 7 . . . = 266

7 . . . = 276

Zanim zabierzemy si¦ do rozwi¡zywania naszego problemu, wybierzmy si¦ na
dªugi spacer po niesko«czonym chodniku zbudowanym z pªyt o dªugo±ci 1 � �
oddzielonych szczelinami o szeroko±ci � > 0. Zaªó»my, »e zaczynamy spacer
w miejscu, w którym czubek buta dotyka do szczeliny. Postawmy nast¦puj¡ce
pytanie:

Czy mo»na tak dobra¢ dªugo±¢ kroku, aby w czasie spaceru nigdy wi¦cej
nie nast¡pi¢ na szczelin¦ (za nadepni¦cie na szczelin¦ uwa»amy dotkni¦cie jej
wn¦trza lub brzegu czubkiem buta)?

Aby udzieli¢ odpowiedzi, rozpatrzmy kilka przypadków:

Przypadek I: Dªugo±¢ kroku d = 1. Wówczas w ka»dym kroku nadeptujemy
na szczelin¦.

Przypadek II: Dªugo±¢ kroku d = k, k 2 N. Sytuacja analogiczna.

Przypadek III: Dªugo±¢ kroku d = p
q , p; q 2 N. Tutaj po ka»dych q krokach

mamy tak¡ sytuacj¦, jak po wykonaniu jednego kroku dªugo±ci p.

Przypadek IV: Dªugo±¢ kroku d 2 R n Q. Teraz "nawijamy" nasz chodnik
na okr¡g o promieniu 1

2� , w którym wszystkie szczeliny zajmuj¡ to samo
miejsce, a liczby naturalne pokrywaj¡ si¦ z punktem O. Przez x1; x2; : : :
oznaczamy kolejne ±lady czubków butów, przy czym x1 = O.

Poniewa» d 2 R n Q, wi¦c xi 6= xj dla i 6= j. Niech n 2 N b¦dzie na
tyle du»e, aby 1

n < �. Podzielmy okr¡g na n równych ªuków dªugo±ci
1
n . Poniewa» spacer jest niesko«czony, wi¦c na mocy zasady pudeªkowej
Dirichleta istniej¡ k; s 2 N takie, »e xk i xk+s nale»¡ do tego samego ªuku.
Odlegªo±¢ mi¦dzy tymi krokami (liczona na chodniku) to oczywi±cie s � d.
Taka sama jest odlegªo±¢ mi¦dzy punktami xk+s i xk+2s, xk+2s i xk+3s itd.
Wobec tego punkty xk; xk+s; xk+3s; : : : le»¡ na okr¦gu jeden za drugim w
ten sposób, »e dªugo±¢ ªuku ª¡cz¡ca dwa kolejne jest taka sama i mniejsza
od 1

n , wi¦c i od �. Zatem pewien wyraz tego ci¡gu tra�a w �-szczelin¦.

Tym samym odpowied¹ na postawione pytanie jest negatywna.

Przedstawione tu rozumowanie pomo»e rozwi¡za¢ nasze zadanie. Udowodnimy
w tym celu 3 lematy:

Lemat 1 Liczba log 2 jest niewymierna.
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D o w ó d : Dla dowodu nie wprost przypu±¢my, »e log 2 = p
q , p; q 2 N.

Wówczas 2q = 10p, co jest niemo»liwe, bo 2q nie dzieli si¦ przez 5 (twierdzenie
o jednoznaczno±ci rozkªadu na czynniki pierwsze). o

Lemat 2 Dowolny sko«czony ci¡g cyfr pojawi si¦ jako pocz¡tek zapisu pewnej
pot¦gi dwójki.

D o w ó d : Ustalmy liczb¦ M , której zapisem b¦dzie dany sko«czony ci¡g cyfr.
Chcemy pokaza¢, »e: _

n;k2N
10kM ¬ 2n < 10k(M + 1)

Inaczej (logarytmuj¡c powy»szy zwi¡zek):_
n;k2N

k + logM ¬ n log 2 < log(M + 1) + k

Na osi liczbowej zaznaczamy odcinki postaci [logM + k; log(M + 1) + k] dla
k 2 f0; 1; 2; : : :g. Wszystkie s¡ równej dªugo±ci log(M+1)� logM = log(1+ 1

M ).

Poniewa» - na podstawie lematu 1 - liczba log 2 jest niewymierna, wi¦c
rozumuj¡c jak w przypadku IV rozwa»anego wcze±niej pytania otrzymujemy,
»e w pewnym kroku znajdziemy si¦ w jednym ze wskazanych przedziaªów, czyli
potra�my wskaza¢ »¡dane n i k, co ko«czy dowód. o

Zilustrujemy ten zaskakuj¡cy lemat kilkoma przykªadami:

M = 1410 (bitwa pod Grunwaldem) 23349 = 1; 410 : : : � 101008

M = 1892 (urodziny Stefana Banacha) 28133 = 1; 892 : : : � 102448

Dla ustalonej liczby naturalnej M zde�niujmy pomocnicz¡ wielko±¢ zwan¡
roboczo cz¦sto±ci¡ wyst¡pie« M -pocz¡tków jako granic¦:

P (M) = lim
N!1

�M (N)
N

gdzie �M (N) oznacza liczb¦ tych mniejszych od N pot¦g dwójki, których zapis
zaczyna si¦ od cyfr tworz¡cych liczb¦ M . 1 Odpowied¹ na interesuj¡ce nas
pytanie sprowadza si¦ wi¦c do porównania dwóch liczb:

P (7) i P (8)

Lemat 3 Cz¦sto±¢ wyst¡pie« M -pocz¡tków wynosi:

P (M) = log(1 + 1
M

)

1Z przeprowadzonego dalej rozumowania wynika, »e granica ta istnieje i jest sko«czona. W
szczególno±ci cz¦sto±¢ wyst¡pie« M -pocz¡tków nie ma nic wspólnego z miar¡ probabilistyczn¡!
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D o w ó d : Z dowodu lematu 2 wynika, »e liczba 2n rozpoczyna si¦ od ukªadu cyfr
okre±laj¡cych liczb¦ M , je±li spaceruj¡c krokiem o dªugo±ci log 2 "wdepniemy"
do którego± z regularnie rozmieszczonych przedziaªów dªugo±ci a = log(1 + 1

M ).

"Nawijamy' o± liczbow¡ na okr¡g o promieniu 1
2� tak, by warto±¢ logM

pokrywaªa si¦ z punktem A, a warto±¢ log(M + 1) z punktem B; ªuk AB o
dªugo±ci a peªni rol¦ szczeliny, za± x1; x2; : : : oznaczaj¡ ±lady kolejnych "kroków"
o dªugo±ci log 2.

Je±li �M (N) oznacza ilo±¢ wyrazów ci¡gu x1; x2; : : : ; xN , które znajduj¡ sie
we wskazanym ªuku AB, to:

P (M) = lim
N!1

�M (N)
N

Naturalnie, dla dostatecznie du»ych m 2 N:_
n(m)2N

n(m)
m

< a <
n(m) + 1

m

sk¡d otrzymujemy natychmiast:

lim
m!1

n(m)
m

= lim
m!1

n(m) + 1
m

= a

Ustalmy liczb¦m. Wobec zasady pudeªkowej Dirichleta, w ci¡gu (xn)n2N istniej¡
wyrazy xp i xp+q takie, »e odlegªo±¢ je ª¡cz¡ca na okr¦gu wynosi �, gdzie

1
m+1 < � < 1

m . Zauwa»my, »e poniewa»:

k̂2N
(k + q) log 2� k log 2 = (p+ q) log 2� p log 2

wi¦c dªugo±¢ ªuków ª¡cz¡cych punkty xk i xk+q jest równa odlegªo±ci mi¦dzy xp
i xp+q, dla k 2 N. Ustalmy liczb¦ N i - bez straty ogólno±ci - zaªó»my, »e jest
ona wielokrotno±ci¡ liczby qm. Rozwa»my tablic¦:

x1 x1+q x1+2q � � � x1+(m�1)q
x2 x2+q x2+2q � � � x2+(m�1)q
...

...
... . . . ...

xq xq+q xq+2q � � � xq+(m�1)q

W ka»dym z powy»szych wierszy odlegªo±¢ mi¦dzy dwoma s¡siednimi wyrazami
jest staªa i wynosi �. Dªugo±¢ ªuku pomi¦dzy xs i xs+(m�1)q, s 2 1; : : : ; q, jest nie
wi¦ksza ni» 2

m+1 i nie mniejsza ni» 1
m . Zatem w ka»dym z powy»szych wierszy

do ªuku AB nale»y co najmniej n(m)� 2 elementów, bo:

(n(m)
m
� 2
m+ 1) : 1

m
= n(m)� 2m

m+ 1  (n(m)� 2)
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i nie wi¦cej ni» n(m) + 2 elementów, gdy»:

n(m) + 1
m

: 1
m+ 1 = (n(m) + 1)(1 + 1

m
) = n(m) + 1 + n(m) + 1

m
¬ n(m) + 2

Reasumuj¡c, w ci¡gu x1; x2; : : : ; xqm do ªuku AB nale»y co najmniej (n(m)�2)q
elementów i nie wi¦cej ni» (n(m) + 2)q elementów. St¡d:

lim
m!1

(n(m)� 2)q
qm

= a

lim
m!1

(n(m) + 2)q
qm

= a

co ko«czy dowód. o

Korzystaj¡c z powy»szego lematu obliczamy:

P (7) = log(1 + 1
7 ) � 0; 057 , P (8) = log(1 + 1

8 ) � 0; 051

A zatem cyfra 7 pojawia si¦ cz¦±ciej na pocz¡tku liczb postaci 2n ni» cyfra 8.

I na zako«czenie jeszcze kilka zadanek:

Zadanie 4 Wykaza¢, »e w trójk¡cie równobocznym o boku 4 nie mo»na umie±ci¢
17 punktów tak, by odlegªo±¢ ka»dych dwóch z nich byªa wi¦ksza ni» 1. o

Zadanie 5 W przestrzeni danych jest 9 punktów o wspóªrz¦dnych caªkowitych.
Wykaza¢, »e ±rodek jednego z odcinków ª¡cz¡cych te punkty jest punktem o
wspóªrz¦dnych caªkowitych. o

Zadanie 6 Pi¦ciok¡t wypukªy ma wierzchoªki w punktach o wspólrz¦dnych
caªkowitych. Wykaza¢, »e w jego wn¦trzu znajduje si¦ co najmniej jeden punkt
o wspóªrz¦dnych caªkowitych. o

Zadanie 7 Udowodni¢, »e w grupie n > 1 osób s¡ zawsze dwie, które maj¡ w
tej grupie jednakow¡ liczb¦ znajomych. o

Zadanie 8 Udowodni¢, »e dla dowolnej liczby naturalnej n istnieje jej
wielokrotno±¢, któr¡ w systemie dziesi¦tnym mo»emy zapisa¢ przy pomocy jedynie
cyfr 0 i 1. o

Zadanie 9 Udowodni¢, »e w±ród dowolnie wybranych 11 liczb rzeczywistych
co namniej dwie maj¡ rozwini¦cia dziesi¦tne pokrywaj¡ce si¦ w niesko«czonej
ilo±ci miejsc po przecinku (je±li liczba ma sko«czone rozwini¦cie dziesi¦tne, to
uzupeªniamy je zerami). o

Zadanie 10 Spo±ród liczb 1; 2; : : : ; 200 wybieramy dowolne 101 liczb. Wykaza¢,
»e w±ród wybranych liczb jest para a i b taka, »e a dzieli b. o
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Zadanie 11 Udowodni¢, »e je±li dane jest 7 liczb naturalnych, to mo»na z nich
wybra¢ 2 liczby tak, »e 10ja2 � b2. o

Zadanie 12 100 zawodników rozgrywa turniej szachowy systemem ka»dy z ka»dym.
Po 32 rundach turniej zostaª przerwany. Wykaza¢, »e co najmniej 4 pary graczy
uzyskaªy ten sam wynik. o

Zadanie 13 Dane s¡ liczby caªkowite nieujemne a1 < a2 < : : : < a101. Wykaza¢,
»e mo»na wybra¢ spo±ród nich 4 ró»ne liczby ak; al; am; an tak, »e liczba ak+al�
am � an dzieli si¦ przez 5050. o

Zadanie 14 Dane jest 1985 liczb naturalnych, których »aden dzielnik pierwszy
nie jest wi¦kszy ni» 23. Pokaza¢, »e iloczyn pewnych 4 z nich jest czwart¡ pot¦g¡
pewnej liczby naturalnej. o
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