
O pewnej regule alokacji jako sposobie
inwestowania na gieªdzie papierów

warto±ciowych

Paweª Gªadki

1 Podstawowe poj¦cia teorii gier dwuosobowych
Strategia gracza to reguªa okre±laj¡ca wybór przez gracza poszczególnego

ruchu. Zbiorem strategii gracza jest zbiór wszystkich mo»liwych poczyna«, jakie
mo»e on wykona¢ jako swój ruch. Funkcj¡ wypªat gry nazywamy funkcj¦,
przyporz¡dkowuj¡c¡ ka»dej wybranej przez obu graczy parze strategii wypªat¦
przypadaj¡c¡ graczowi 1, nale»n¡ od gracza 2. Gr¡ G w postaci strategicznej
nazywamy trójk¦ (A;B;�), gdzie A jest zbiorem strategii gracza 1, B jest
zbiorem strategii gracza 2, za± � = f�ijg jest macierz¡ wypªat �ij = �(ai; bj) dla
i 2 f1; : : : ;mg, j 2 f1; : : : ; ng okre±lonych dla ka»dej pary strategii (ai; bj), gdzie
ai 2 A, bj 2 B. Gr¦ G nazywamy sko«czon¡, gdy zbiory A i B s¡ sko«czone.
Staregie a1; : : : ; am nazywamy czystymi strategiami gracza 1, a b1; : : : ; bn -
gracza 2, odpowiednio.

Doln¡ warto±ci¡ gry G nazywamy liczb¦:

v1 = max
a2A min

b2B �(a; b)

Górn¡ warto±ci¡ gry G nazywamy liczb¦:

v2 = min
b2B min

a2A �(a; b)

Strategi¦ a0 2 A odpowiadaj¡c¡ dolnej warto±ci gry v1 nazywamy maksiminow¡
dla gracza 1, a stategi¦ b0 2 B odpowiadaj¡c¡ górnej warto±ci gry v2 nazywamy
minimaksow¡ strategi¡ gracza 2. Je±li dla gry G zachodzi równo±¢ v = v1 = v2,
to v nazywamy warto±ci¡ gry. Strategia a0 2 A oraz b0 2 B odpowiadaj¡ce
warto±ci gry (o ile takowa istnieje), nosz¡ nazw¦ strategii optymalnych.
Znalezienie strategii optymalnych nazywamy rozwi¡zaniem gry.

Je±li warto±¢ gry nie istnieje , to gracz chc¡c wygra¢ jak najwi¦cej, lub
przegra¢ jak najmniej, musi stosowa¢ z okre±lon¡ cz¦sto±ci¡ poszczególne
strategie czyste. Mówimy wtedy, »e gracz stosuje strategi¦ mieszan¡. Zatem
strategi¡ mieszan¡ gracza 1 nazywamy rozkªad prawdopodobie«stwa okre±lony
na zbiorze A strategii gracza 1, odpowiednio strategi¡ mieszan¡ gracza 2
nazywamy rozkªad prawdopodobie«stwa okre±lony na zbiorze B strategii gracza
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2. Zrandomizowan¡ strategi¦ gracza 1 okre±laj¡ prawdopodobie«stwa x(ai),
i 2 f1; : : : ;mg z jakimi gracz 1 ma stosowa¢ poszczególne swoje strategie czyste
ai 2 A:

x(ai)  0;
mX
i=1

x(ai) = 1

Analogicznie de�niujemy zrandomizowan¡ strategi¦ gracza 2. Je±li strategia
mieszana danego gracza jest rozkªadem jednopunktowym x(ai) = 1, to staje si¦
strategi¡ czyst¡. Je»eli G = (A;B;�) jest gr¡ sko«czon¡, to gr¦ � = (X;Y;H)
nazywamy mieszanym rozszerzeniem gry G, przy czym X jest zbiorem
wszystkich strategii mieszanych gracza 1, Y - gracza 2, za± H jest ±redni¡ funkcj¡
wypªat ore±lon¡ wzorem:

H(x; y) =
mX
i=1

nX
j=1

x(ai)�(ai; bj)y(bj)

Poniewa» zbiory X i Y s¡ niesko«czone, wi¦c doln¡ h1 i górn¡ h2 warto±¢ gry
� de�niujemy nast¦puj¡co:

h1 = sup
x

inf
y
H(x; y)

h2 = inf
y

sup
x
H(x; y)

2 Gry statystyczne
Mówimy, »e gra jest o sumie zerowej, gdy suma wypªat jest równa zeru -

w przeciwnum wypadku mówimy o grze o sumie niezerowej. Rozwa»my gr¦
dwuosobow¡ o sumie zerowej, gdzie graczami s¡ S (statystyk) i N (natura). Gr¦
t¦ tworz¡ nast¦puj¡ce elementy: � - przestrze« zdarze«, czyli stanów natury,
� - stan gracza N , A - zbiór strategii (akcji) gracza S i a - decyzja, a 2 A.
Zakªadamy, »e przestrzenie � i A s¡ mierzalne i powiedzmy, »e przed podj¦ciem
decyzji a 2 A gracz S obserwuje pewn¡ zmienn¡ losow¡ X, której rozkªad zale»y
od pownego parametru � (niekoniecznie znanego), okre±laj¡cego pewien stan
gracza N . Oznaczmy przez F (xj�) dystrybuant¦ warunkow¡ rozkªadu zmiennej
losowej X, któr¡ gracz S mo»e obserwowa¢.

Zbiór wszystkich wyników prób n�elementowych nazywamy przestrzeni¡
prób i oznaczamy przez X. Tak wi¦c x = (x1; : : : ; xn) 2 X jest wektorem
wyników eksperymentu. Ka»d¡ funkcj¦ d : X ! A nazywamy
niezrandomizowan¡ funkcj¡ decyzyjn¡. Zbiór funkcji decyzyjnych oznaczamy
symbolem D. Dla ka»dego parametru � 2 � i dla ka»dej decyzji a 2 A, liczba
J(�; a) jest kosztem, jaki ponosi gracz S w zwi¡zku z podj¦ciem decyzji a 2 A
przy ustalonym parametrze � 2 � (stanie gracza N). Gr¦ okre±lon¡ jako trójka
(�; A; J) nazywamy pierwotn¡ gr¡ strategiczn¡ odpowiadaj¡c¡ statystycznemu
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problemowi decyzyjnemu. Funkcj¦ R(�; d) okre±lon¡ na ��D wyra»on¡ wzorem:

R(�; d) = EJ(�; a) =
Z
X
J(�; a)dF (xj�)

nazywamy funkcj¡ ryzyka. Dla ustalonego parametru � i ustalonej funkcji
d 2 D ryzyko R(�; d) jest nielosowe i odgrywa rol¦ wypªaty w grze pomi¦dzy
graczem S a graczem N . Wypªata jest ±rednim kosztem, jaki ponosi gracz S
stosuj¡cy wielokrotnie funkcj¦ decyzyjn¡ d 2 D, gdy parametr � 2 �. Trójk¦
(�; D;R) nazywamy gr¡ statystyczn¡.

3 Gra na gieªdzie
Zakªadamy, »e ÿgra na gieªdzie" jest dwuosobow¡ gr¡ losow¡ prowadzon¡

przez gracza S, czyli statystyka, oraz gracza N , czyli ÿnatur¦". Gieªdy nie mo»na
jednak zaliczy¢ do gier o sumie zerowej - bardziej odpowiednim modelem jest
model przetargu (por. referat ÿProblem przetargu"). Reguªy gry s¡ ustalone
z gy i nie ulegaj¡ zmianom losowym.

Istnieje wiele sposobów inwestowania na gieªdzie, dzi¦ki ktym mo»na
zminimalizowa¢ ryzyko przegranej, lub zmaksymalizowa¢ wygran¡. S¡ to na
przykªad metody: regularnego inwestowania, staªej kwoty kapitaªu, staªej relacji
dwóch portfeli, metoda cenowo-wska¹nikowa itp. Zaprezentujemy tu strategi¦
gry na gieªdzie bazuj¡c¡ na pewnej regule alokacji, któr¡ mo»na zaadoptowa¢
jako strategi¦ inwestora, zamierzaj¡cego przegra¢ jak najmniej. Reguª¦ tak¡
nazywamy asymptotycznie efektywn¡ adaptacyjn¡ reguª¡ alokacji.

Gra na gieªdzie jest typow¡ gr¡ statystyczn¡. Wyró»niamy w niej nast¦puj¡ce
elementy: zbiór stanów gracza N - �, pokrywaj¡cy si¦ z przestrzeni¡ nieznanych
parametrów, zbiór decyzji gracza S - �, funkcj¦ kosztu zwi¡zan¡ z gr¡ J .
Zakªadamy wi¦c, »e gra na gieªdzie jest trójk¡ (�;�; J).

Zaªó»my, »e gracz S gra N > 1 spóªkami wybranymi spo±ród ognej liczby
spóªek notowanych na gieªdzie. Dodatkowo zaªó»my, »e w dowolnym momencie
t gracz S posiada akcje m, 1 ¬ m < N , spóªek. Gra j�t¡ spóªk¡ daje graczowi
S ci¡g wypªat Y j1 ; Y j2 ; : : :, który jest ci¡giem niezale»nych zmiennych losowych
o rozkªadzie f(y; �j), gdzie �j jest nieznanym rzeczywistym parametrem takim,
»e �j 2 �. Role wypªat odgrywaj¡ ró»nice kursów; dla gieªdy warszawskiej:

Y ji = Xj
i �Xj

i�1; j 2 f1; : : : ; Ng; i 2 N
Znacznie gorzej jest w przypadku gieªdy np. nowojorskiej, tutaj wygodniej jest
przyj¡¢:

Y ji = log Xj
i

Xj
i�1

+ �
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Gracz S wybiera w ka»dym momencie decyzyjnym m spóªek, a swój wybór
uzale»nia od poprzednich notowa« w taki sposób, by zmaksymalizowa¢
spodziewan¡ wypªat¦ w dªugim horyzoncie czasowym. Zakªadamy, »e speªniony
jest warunek: Z +1

�1
jyjf(y; �)dl1(y) <1

i ±rednia spodziewana wypªata wynikaj¡ca z gry j�t¡ spóªk¡ wynosi:

�(�j) =
Z +1

�1
yf(y; �j)dl1(y)

gdzie �(�) jest ±ci±le rosn¡c¡ funkcj¡ parametry �.

Adaptacyjna reguªa alokacji � jest ci¡giem wektorów losowych (�i)i2N 2
f0; 1gNN, informuj¡cych, którymi m, 1 ¬ m < N spo±ród N spóªek gracz S
powinien gra¢ w chwili t, t 2 N. W momencie decyzyjnym t reguªa � zale»y od
historii gry �1; : : : ; �t�1 oraz wypªat Y j1 ; : : : ; Y jTj(t), gdzie

Tj(t) =
tX
i=1

�ji

oznacza czas gry spóªk¡ j�t¡ do chwili t.

Niech

St =
NX
j=1

Tj(t)X
i=1

Y ji

b¦dzie sum¡ wypªat, któr¡ zgromadzi gracz S do chwili t. �redni spodziewany
zysk wynikaj¡cy ze stosowania reguªy � wynosi:

E�St =
NX
j=1

�(�j)E�Tj(t)

Zauwa»my, »e gdyby gracz S znaª prawdziwe parametry
�0 = (�0;1; �0;1; : : : ; �0;N ), to graªby walorami o najwy»szej warto±ci statystyki
�(�). Poniewa» jednak ich nie zna i gra wedªug pewnej z góry ustalonej strategii,
wi¦c zamiast o zysku mo»na mówi¢ o koszcie, który jest równy ró»nicy mi¦dzy
zyskiem wynikaj¡cym z gry m najlepszymi spóªkami, a zyskiem wynikaj¡cym
ze stosowania strategii � 2 �.

Niech � oznacza permutacj¦ f1; : : : ; Ng tak¡, »e:

�(��(1))  �(��(2))  : : :  �(��(N))
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Je»eli �(��(m)) > �(��(m+1)), to o spóªkach �(1); : : : ; �(m) mówimy, »e s¡
m�liderami, a spóªki �(m+ 1); : : : ; �(N) s¡ m�najgorszymi.

Koszt gry wynosi:

J�(t) = t
mX
i=1

�(��(i))� ESt

Problem polega na minimalizacji funkcjonaªu powy»szego kosztu.

W przypadku, gdyby gracz S graª zawsze spóªkami takimi, »e �(�i) > �(�j)
dla ka»dego 1 ¬ i ¬ m oraz m+1 ¬ j ¬ N , to koszt byªby zerowy. Je»eli jednak
wybraªby takie m spóªek, dla których �(�i) < �(�j) dla pewnych 1 ¬ i ¬ m
oraz m+ 1 ¬ j ¬ N , to koszt byªby proporcjonalny do t.

O regule alokacji mo»emy powiedzie¢, »e jest jednostajnie dobra, je±li dla
ka»dej kon�guracji parametrów speªniony jest warunek J�(t) = o(ta), który
zachodzi dla ka»dej liczby rzeczywistej a > 0.

Niech I(�; �) oznacza liczb¦ Kulbacka - Leiblera:

I(�; �) =
Z +1

�1
[log f(y; �)

f(y;�) ]f(y; �)dl1(y)

Zauwa»my, »e 0 ¬ I(�; �) ¬ 1 oraz speªnia nast¦puj¡ce warunki:

A1: 0 < I(�; �) <1 je»eli � > 0;

A2: Je»eli dla wszelkich � > 0; �; � takich, »e �(�) > �(�) istnieje �(�; �; �) > 0
taka, »e jI(�; �)� I(�; �0)j < �, to wówczas:

�(�) ¬ �(�0) ¬ �(�) + �

;

A3: I(�; �) jest ci¡gªa ze wzgl¦du na � > � dla pewnego ustalonego �.

Mówimy, »e adaptacyjna reguªa alokacji jest asymptotycznie efektywna,
je»eli dla ka»dej kon�guracji parametrów � = (�1; : : : ; �N ), dla których �(�j),
j 2 f1; : : : ; Ng, nie s¡ równe, koszt daje si¦ przedstawi¢ w postaci:

lim sup
t!1

J�(t) = (
X

j2f�(m+1);:::;�(N)g
�(��(m))� �(�j)
I(�j ; ��(m)) ) log t

W celu zde�niowania strategii gry � 2 �, która mo»e by¢ traktowana jako
jeden ze sposobów inwestowania na gieªdzie papierów warto±ciowych, posªu»ymy
si¦ dwiema funkcjami pomocniczymi: gti : Ri ! R, t 2 N, i 2 f1; 2; : : : ; tg oraz
hi : Ri ! R, i 2 N. Funkcje te musz¡ speªnia¢ nast¦puj¡ce warunki:
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• Dla ka»dego � 2 � istniej¡ �; � 2 � takie, »e:

P�fgti(Y1; : : : ; Yi)  �(�)
î¬t
g = 1� o(t�1)

dla ka»dego �(�) < �(�).

• Dla dostatecznie maªych � > 0:

lim
�!0

lim sup
t!1

Pt
i=1 P�fgti(Y1; : : : ; Yi)  �(�)� �g

log t ¬ 1
I(�; �)

• gti jest niemalej¡ca dla t  i dla pewnych staªych i 2 N
• hi ¬ gti dla ka»dego t  i
• Dla ka»dego � 2 � statystyka hi powinna speªnia¢ warunek:

P�f max
�t¬i¬t jh� i(Y1; : : : ; Yi)� �(�)j > �g = o(t�1)

dla ka»dego � > 0 oraz 0 < � < 1.

Funkcj¦ gti interpretujemy jako górn¡ granic¦ przedziaªu ufno±ci dla ±redniej
wypªaty �(�), za± funkcj¦ hi jako statystyk¦ punktow¡ hi(Y1; : : : ; Yi) dla
oczekiwanej wypªaty �(�).

Dobrym estymatorem speªniaj¡cym ostatni warunek jest ±rednia:

hi(Y1; : : : ; Yi) = (Y1 + : : :+ Yi)=i

przy zaªo»eniu, »e E�(Y1)2 <1.

Niech Y j1 ; : : : ; Y
j
Tj(t) oznacza obserwacj¦ wypªat spóªki j�tej do chwili t.

De�niujemy dwie statystyki pomocnicze:

�(t) = hTj(t)(Y
j
1 ; : : : ; Y

j
Tj(t))

Uj(t) = gt;Tj(t)(Y
j
1 ; : : : ; Y

j
Tj(t))

Strategia inwestowania na gieªdzie papierów warto±ciowych jest nast¦puj¡ca:

1. Przez pierwsze N ruchów gracz S testuje m ¬ N razy ka»d¡ ze spóªek w
pewnym ustalonym porz¡dku (czyli m z N stanów posiada akcje ka»dej z
nich).

2. W chwili (t+ 1) gracz S musi podj¡¢ decyzj¦, którymi spo±ród N spóªek
b¦dzie graª. Przez m�liderów w chwili t+ 1 rozumiemy te spóªki, które w
chwili t miaªy najwy»sze warto±ci statystyki �k(t), k 2 f1; : : : ; Ng, gdzie
�k(t) = hi(Y k1 ; : : : ; T kTj(t)).
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Niech j 2 f1; : : : ; Ng b¦dzie spóªk¡, któr¡ gracz S bada w chwili t + 1
tak¡, »e j = (t+ 1)modN . Oblicza statystyk¦ Uj(t):

Uj(t) = gt;Tj(t)(Y
j
1 ; : : : ; Y

j
Tj(t))

po czym podejmuje jedn¡ z nast¦puj¡cych decyzji:

a) je»eli spóªka j�ta jest jednym spo±ród m�liderów, to w stanie t+ 1
gracz S gra w dalszym ci¡gu m�liderami (nie zmienia stanu swego
posiadania);

b) je»eli spóªka j�ta nie byªa jedn¡ z m�liderów, czyli jedn¡ z tych,
które posiadaª gracz S przed podj¦ciem decyzji, oraz Uj(t) < �k(t)
dla ka»dej k�tej spóªki, która jest m�liderem, to gracz S ponownie
gra m�liderami (nie zmienia stanu swego posiadania);

c) je»eli spóªka j�ta nie byªa jednym spo±ród m�liderów oraz Uj(t) 
�jt(t), gdzie jt jest najgorszym spo±ród m�liderów, to gracz S gra
ponownie m� 1 najlepszymi spo±ród m-liderów, a akcje spóªki jt-tej
wymienia na j�t¡.

Zachodzi nast¦puj¡ce twierdzenie:

Twierdzenie 3.1 (Anantharam, Varayia, Warland) Reguªa alokacji �
jest asymptotycznie efektywna.

4 Przykªad
Zaªó»my, »e ci¡g wypªat Y ji , j 2 f1; : : : ; Ng, i 2 N jest ci¡giem niezale»nych
zmiennych losowych postaci takiej, jak na gieªdzie nowojorskiej. Wówczas mo»na
przyj¡¢, »e zmienne te maj¡ rozkªady normalne. Przyjmiemy równie», »e wypªaty
maj¡ jednakowe wariancje �2 i »e nie jest znana ±rednia EY ji = �j . Wówczas
�(�) = �, a g¦sto±¢ wyra»a si¦ wzorem:

f(y; �) = 1p
2��2

e�
(y��)2

2�2

Funkcja Kulbacka-Leiblera wynosi:

I(�; �) = (�� �)2

2�2

i speªnia ona warunki A1 - A3.
Niech ati, t 2 N, i 2 f1; : : : ; tg b¦dzie funkcj¡ niemalej¡c¡ dla t  i oraz istnieje
�t ! 0 takie, »e:

jati � log t
i
j ¬ �

plog tp
i

dla ka»dego i ¬ t. Dla j 2 f1; : : : ; Ng de�niujemy:

Y ji = (Y j1 + : : :+ Y ji )=i
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hi(Y j1 ; : : : ; Y ji ) = Y ji
oraz

gti(Y j1 ; : : : ; Y ji ) = Y ji + �(2ati)
1
2

dla t  i. Statystyki powy»sze speªniaj¡ »¡dane warunki.
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