
KILKA S�ÓW O ALGEBRZE RÓ�NICZKOWEJ

PAWE� G�ADKI

1. Podstawowe wiadomo±ci o pier±cieniach ró»niczkowalnych
1.1. Ró»niczkowania.
De�nicja 1.11. Ró»niczkowaniem w pier±cieniu A nazywamy odwzorowanie
0 : A! A speªniaj¡ce warunki:

(1) (a+ b)0 = a0 + b0, a; b 2 A,
(2) (ab)0 = a0b+ ab0, a; b 2 A.

Ponadto oznaczamy: (a0)0 = a00, ((a0)0)0 = a000, : : : , ((a0) : : : )0 = a(n).

Uwaga 1.1.1. Dla dowolnego pier±cienia A i ró»niczkowania 0 : A ! A zachodz¡
zwi¡zki:

(1) (wzór Leibniza) (ab)(n) = Pn
k=0

�n
k
�
an�kbk, a; b 2 A,

(2) (an)0 = nan�1a0, a 2 A,
(3) 10 = 0, o ile A jest pier±cieniem z jedynk¡,
(4) (a�1)0 = �a�1a0a�1, a 2 A, o ile a jest odwracalny.

Dowód. �w.

Twierdzenie 1.1.1. Niech A b¦dzie pier±cieniem caªkowitym, 0 : A ! A ró»nicz-
kowaniem. Wówczas istnieje dokªadnie jedno przedªu»enie ró»niczkowania 0 na ciaªo
uªamków (A) pier±cienia A.

Dowód. Por. [1] str. 7.

1.2. Pier±cienie ró»niczkowalne.

De�nicja 1.21. Pier±cieniem ró»niczkowalnym nazywamy pier±cie«
przemienny z jedynk¡, w którym okre±lono pewne ró»niczkowanie.

Przykªady:
(1) Niech A b¦dzie dowolnym pier±cieniem przemiennym z jedynk¡, a ró»niczko-

wanie niech b¦dzie okre±lone wzorem:
a0 = 0; a 2 A:

Jest to pier±cie« ró»niczkowalny.
(2) NiechD1(C) b¦dzie pier±cieniem funkcji zespolonych niesko«czenie wiele razy

ró»niczkowalnych, a ró»niczkowanie b¦dzie okre±lone w zwykªy sposób. Jest
to pier±cie« ró»niczkowalny.

(3) Niech I(C) b¦dzie pier±cieniem funkcji zespolonych caªkowitych, a ró»nicz-
kowanie b¦dzie okre±lone w zwykªy sposób. Jest to pier±cie« ró»niczkowalny.
Jest to te» pier±cie« caªkowity.
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(4) Niech M(C) b¦dzie pier±cieniem funkcji zespolonych meromor�cznych, a ró»-
niczkowanie b¦dzie okre±lone w zwykªy sposób. Jest to pier±cie« ró»niczko-
walny. Jest to ciaªo uªamków pier±cienia I(C).

(5) Niech A(C) b¦dzie pier±cieniem funkcji zespolonych analitycznych, a ró»nicz-
kowanie b¦dzie okre±lone w zwykªy sposób. Jest to pier±cie« ró»niczkowalny.

(6) Niech A b¦dzie pier±cieniem ró»niczkowalnym. Ró»niczkowanie z tego pier±-
cienia rozszerzamy na pier±cie« A[X] de�niuj¡c X 0 jako dowolny element,
a (Xn)0 = nXn�1X 0. Jest to pier±cie« ró»niczkowalny. Wobec twierdzenia
1.1.1 równie» A(X) jest pier±cieniem ró»niczkowalnym.

(7) Niech A b¦dzie pier±cieniem ró»niczkowalnym. W pier±cieniu A[fXigi2I ] wie-
lomianów niesko«czenie wielu zmiennych de�niujemy:

X 0i = Xi+1

i oznaczamy:
X0 = X; Xn = X(n):

Otrzymany pier±cie« ró»niczkowalny oznaczamy AfXg i nazywamy pier±-
cieniem ró»niczkowalnych wielomianów zmiennej X, a opisany wy»ej
proces doª¡czeniem zmiennej ró»niczkowalnej. Je»eli A jest ciaªem,
to AfXg jest pier±cieniem caªkowitym i jako taki ma ciaªo uªamków, które
oznaczamy A < X > i nazywamy ciaªem ró»niczkowalnych funkcji wy-
miernych zmiennej X. Analogicznie de�niujemy pier±cienie ró»niczkowal-
nych wielomianów wielu zmiennych AfX1; : : : ; Xng i ciaªa ró»niczkowalnych
funkcji wymiernych wielu zmiennych A < X1; : : : ; Xn >.

Uwaga 1.2.1. Niech A b¦dzie pier±cieniem ró»niczkowalnym.
(1) Zbiór:

C = fa 2 A : a0 = 0g
jest podpier±cieniem pier±cienia A.

(2) Je»eli A jest ciaªem, to zbiór:
C = fa 2 A : a0 = 0g

jest podciaªem ciaªa A.

Dowód. �w.

De�nicja 1.22. Niech A;B b¦d¡ pier±cieniami ró»niczkowalnymi.
(1) Podpier±cie«

C = fa 2 A : a0 = 0g
nazywamy pier±cieniem staªych pier±cienia A.

(2) Ideaª I C A nazywamy ideaªem ró»niczkowalnym, je»eli

â2A
a 2 I ) a0 2 I:

(3) Homomor�zm � : A! B nazywamy homomor�zmem ró»niczkowalnym,
je»eli

â2A
�(a0) = (�(a))0:
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Uwaga 1.2.2. Niech A b¦dzie pier±cieniem ró»niczkowalnym, I C A ideaªem ró»-
niczkowym. Wówczas pier±cie« ilorazowy A=I jest dobrze okre±lonym pier±cieniem
ró»niczkowalnym, gdzie:

(a+ I)0 = a0 + I:

Dowód. �w.

Twierdzenie 1.2.1. Niech A;B b¦d¡ pier±cieniami ró»niczkowalnymi, � : A! B
homomor�zmem ró»niczkowalnym. Wówczas ker� jest ideaªem ró»niczkowalnym,
A=I pier±cieniem ró»niczkowalnym oraz A=I �= Im�.

Dowód. �w.

1.3. Ideaªy radykalne.

Uwaga 1.3.1. Niech A b¦dzie pier±cieniem, I C A ideaªem. Zbiór

fa 2 A :
_
n2N

an 2 Ig

jest ideaªem pier±cienia A.

Dowód. �w.

De�nicja 1.31. Niech A b¦dzie pier±cieniem, I C A ideaªem.
(1) Ideaª

fa 2 A :
_
n2N

an 2 Ig

nazywamy radykaªem ideaªu I i oznaczamy rad I.
(2) Ideaª I nazywamy ideaªem radykalnym, je»eli I = rad I.

Uwaga 1.3.2. Przekrój radykalnych ideaªów ró»niczkowalnych jest radykalnym i-
deaªem ró»niczkowalnym.

Dowód. �w.
W s k a z ó w k a : Udowodni¢, »e je»eli I jest radykalnym ideaªem ró»niczkowalnym
oraz a; b 2 I, to ab0 2 I oraz a0b 2 I. Wykorzystuj¡c ten fakt pokaza¢, »e je±li I jest
radykalnym ideaªem ró»niczkowalnym i S � A, to zbiór

fx 2 A : xS � Ig
jest radykalnym ideaªem ró»niczkowalnym.

De�nicja 1.32. Niech A b¦dzie pier±cieniem ró»niczkowalnym, niech S � A. Naj-
mniejszy radykalny ideaª ró»niczkowy zawieraj¡cy zbiór S nazywamy radykalnym
ideaªem ró»niczkowalnym generowanym przez zbiór S i oznaczamy fSg.
Uwaga 1.3.3. Niech A b¦dzie pier±cieniem ró»niczkowalnym, niech S; T � A.
Wówczas fSgfTg � fSTg.
Dowód. �w.
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1.4. Algebry Ritta.
De�nicja 1.41. Algebr¡ Ritta nazywamy pier±cie« ró»niczkowalny zawieraj¡cy
ciaªo liczb wymiernych.
Twierdzenie 1.4.1. Niech A b¦dzie algebr¡ Ritta, I ideaªem ró»niczkowalnym.
Wówczas rad I jest radykalnym ideaªem ró»niczkowalnym.
Dowód. �w.
W s k a z ó w k a : Udowodni¢ najpierw, »e je»eli a 2 A i an 2 I, to (a0)2n�1 2 I.

Powy»sze twierdzenie nie jest na ogóª prawdziwe w dowolnym pier±cieniu ró»-
niczkowalnym - stosowny przykªad por. [1].

2. Twierdzenie o bazie i jego zastosowania
2.1. Twierdzenie o bazie. Twierdzenie Hilberta o bazie orzeka, »e je±li pier±cie«
R jest noetherowski, to równie» pier±cie« R[X] taki jest; innymi sªowy, je»eli w
R speªniony jest warunek wst¦puj¡cego ªa«cucha ideaªów, to jest on speªniony
równie» w pier±cieniu R[X] powstaªym przez dodanie do pier±cienia R elementu
algebraicznie niezale»nego. Ró»niczkowym analogonem tego twierdzenia jest nast¦-
puj¡ce:
Twierdzenie 2.1.1 (Ritta - Rodenbacha o bazie). Niech R b¦dzie algebr¡ Ritta,
w której ka»dy wst¦puj¡cy ªa«cuch radykalnych ideaªów ró»niczkowalnych jest sko«-
czony. Wówczas w algebrze Ritta RfXg ró»niczkowalnych wielomianów zmiennej
X ka»dy wst¦puj¡cy ªa«cuch radykalnych ideaªów ró»niczkowalnych jest sko«czony.
Dowód. Por. [1] str. 59 - 63.
Wniosek 2.1.1. Niech R b¦dzie algebr¡ Ritta, w której ka»dy wst¦puj¡cy ªa«cuch
radykalnych ideaªów ró»niczkowalnych jest sko«czony. Wówczas w algebrze Ritta
RfX1; : : : ; Xng ró»niczkowalnych wielomianów zmiennych X1; : : : ; Xn ka»dy wst¦-
puj¡cy ªa«cuch radykalnych ideaªów ró»niczkowalnych jest sko«czony.
2.2. Ukªady równa« ró»niczkowych.
De�nicja 2.21. Algebraicznym równaniem ró»niczkowym nad ciaªem ró»-
niczkowalnym F nazywamy równanie powstaªe przez przyrównanie do zera ró»nicz-
kowalnego wielomianu o wspóªczynnikach z ciaªa F .
Twierdzenie 2.2.1. Dla dowolnego niesko«czonego ukªadu algebraicznych równa«
ró»niczkowych nad ciaªem ró»niczkowalnym F charakterystyki 0 o sko«czonej liczbie
zmiennych ró»niczkowalnych istnieje sko«czony podukªad, którego rozwi¡zania pok-
rywaj¡ si¦ z rozwi¡zaniami wyj±ciowego ukªadu.
Dowód. �w.
2.3. Twierdzenie o rozkªadzie.
Twierdzenie 2.3.1. Niech R b¦dzie pier±cieniem ró»niczkowalnym, w którym ka»-
dy wst¦puj¡cy ªa«cuch radykalnych ideaªów ró»niczkowalnych jest sko«czony. Wów-
czas ka»dy radykalny ideaª ró»niczkowalny mo»na przedstawi¢ jako przekrój sko«-
czonej liczby ideaªów pierwszych i ró»niczkowalnych.

W szczególno±ci, je»eli F jest ciaªem ró»niczkowalnym charakterystyki 0, to w
pier±cieniu FfX1; : : : ; Xng ró»niczkowalnych wielomianów zmiennych X1; : : : ; Xn
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ka»dy radykalny ideaª ró»niczkowalny mo»na przedstawi¢ jako przekrój sko«czonej
liczby ideaªów pierwszych i ró»niczkowalnych.
Dowód. Por. [1] str. 64.
Twierdzenie 2.3.2. Niech R b¦dzie pier±cieniem przemiennym z jedynk¡. Je»eli
ideaª I ma dwa nieskracalne (tj. takie, z których nie mo»na usun¡¢ »adnego czyn-
nika) przedstawienia w postaci przekroju ideaªów pierwszych:

I = P1 \ : : : \ Pr = Q1 \ : : : \Qs
to r = s i - po ewentualnej zmianie numeracji - Pi = Qi.
Dowód. Fakt ogólny.
2.4. Zastosowanie do równa« o jednej niewiadomej.
Twierdzenie 2.4.1. Niech F b¦dzie ciaªem ró»niczkowalnym charakterystyki 0,
niech A b¦dzie wielomianem ró»niczkowalnym jednej zmiennej X stopnia n, niech
S = @A

@Y (n) . Wówczas zbiór
J = fB 2 FfXg : BS 2 fAgg

jest ideaªem pierwszym i ró»niczkowalnym. Ponadto, je»eli fA;Sg = P1 \ : : : \
Pr jest nieskracalnym przedstawieniem ideaªu fA;Sg w postaci przekroju ideaªów
pierwszych i ró»niczkowalnych, to w nieskracalnym przedstawieniu ideaªu fAg w
postaci przekroju ideaªów pierwszych i ró»niczkowalnych wyst¦puje ideaª J i niektórw
z ideaªów P1; : : : ; Pr.
Dowód. Por. [1] str. 65 - 67.

Przykªady:
(1) Niech F = C, A = (X 0)2 � 4X. Wówczas S = 2X 0. Zauwa»my, »e fA;Sg jest

maksymalny (¢w.), a zatem pierwszy. Niech J = fB 2 CfXg : BS 2 fAgg.
Zauwa»my, »e X 0 =2 J ; istotnie, przypu±¢my, »e X 0 2 J . Wówczas, skoro
X 0 2 fA;Sg, to X 0 2 fAg. Wobec tego AjX 0 (¢w.), co doprowadza nas do
sprzeczno±ci. Dalej, zauwa»my, »e skoro A0 = 2X 0(X 00 � 2) 2 fAg oraz J jest
pierwszy, to X 00�2 2 J . Ponadto K = f(X 0)2�4X;X 00�2g � J jest ideaªem
pierwszym (¢w.). Oczywi±cie fAg = J \ fA;Sg \ K. St¡d i z poprzedniego
twierdzenia wynika, »e fAg = fA;Sg\K jest nieskracalnym przedstawieniem
ideaªu fAg w postaci przekroju ideaªów pierwszych i maksymalnych.

Rozwi¡»my teraz równanie (X 0)2 � 4X = 0. Je»eli t jest rozwi¡zaniem, to
2t0 = 0 lub t00 � 2 = 0. Zatem t0 = 0 lub t00 = 2, sk¡d - co ªatwo sprawdzi¢ -
t = 0 lub t = (y + c)2.
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