PROPOZYCJE TEMATOW PRAC MAGISTERSKICH

PAWEYL. GEADKI

1. WIELOMIANY DODATNIE, KTORE NIE SA SUMAMI KWADRATOW

Wielomian n zmiennych p o wspétczynnikach rzeczywistych nazywamy dodatnio okreslonym, jezeli
nier6wnos$¢ p(x) > 0 zachodzi dla wszelkich x € R™. Podzbiorem zbioru wielomianéw dodatnio okreslo-
nych sa oczywiscie wielomiany, ktore sa sumami kwadratéw, a wiec wielomiany postaci p = >, ¢7,
dla pewnych wielomianéw ¢y, ..., q, — jest jasne, ze kazdy wielomian, ktory jest suma kwadratow, jest
dodatnio okreslony. Okazuje sie, ze twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe: klasyczny rezultat Hilberta
z 1888 roku pokazuje, ze istotnie mozliwe jest skonstruowanie wielomianéw dodatnio okreslonych, ktore
nie sg sumami kwadratéw. Dowod Hilberta, aczkolwiek oparty o wynaleziong przez niego “metode per-
turbacji”, nie jest catkowicie konstryktywny i dopiero w 80 lat po Hilbercie udato sie podaé¢ przyktady
wielomianéw dodatnio okreslonych, ktére nie sg sumami kwadratéw — sg to znane przyktady pochodzace
od Motzkina:

M(x,y) =1 —32%y* + 2*y* + 2%y*
oraz Robinsona:
R(z,y) = 2*(—14+2*)? + y* (-1 +¢°)° — (=1 4+ 2°) (-1 + y*) (-1 + 2° + ).

W wyniku badan prowadzonych ostatnio przez profesora Hartwiga Bosse z Frankfurtu udato sie zgene-
ralizowaé powyzsze przyktady wielomianéw dwoch zmiennych stopnia 6, ktére sa dodatnio okreslone, acz
nie sg sumami kwadratow, do klas wielomianéw, zwanych wielomianami Motzkina-Robinsona, o takiej
samej wtasnosci, ktore ponadto moga by¢ dowolnie duzego stopnia i dowolnej liczby zmiennych.

Celem pracy bedzie przestudiowanie rezultatéw Bossego opublikowanych w [1] i przedstawienie szcze-
gétowego dowodu gtownego twierdzenia. Temat adresowany jest do studentéw wszystkich specjalnosci.
Zagadnienia zwigzane z wielomianami dodatnie okreslonymi sg tematem zywiotowo rozwijajacych sie
badan w najlepszych osrodkach matematycznych na swiecie, w szczegdlnosci w Niemczech (w Konstan-
cji, w Lipsku, w Bonn), w Holandii (w Amsterdamie), w Stanach Zjednoczonych (w Atlancie, w San
Diego, w Santa Barbara), czy tez w Kanadzie (w Saskatoon) i student, ktéry rozwinie w sobie podobne
zainteresowania i wykaze sie wyjatkowo dobrg pracg magisterska moze mie¢ szanse kontynowania swoich
badan w jednym ze wspomnianych osrodkow.
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2. DODATNIOSC, SUMY KWADRATOW 1 “POSITIVSTELLENSATZE” W *—ALGEBRACH

Stynny 17-ty problem Hilberta, postawiony w 1900 roku, pyta, czy prawda jest, ze jezeli wielomian
f € Rlzy, ..., x,] przyjmuje nieujemne wartosci, to jest suma kwadratéw funkeji wymiernych. Pozytywna

odpowiedz na powyzsze pytanie zostata udzielona w 1927 roku przez Artina, ktory tym samym stworzyt
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podwaliny nowej dziedziny algebry — rzeczywistej geometrii algebraicznej. Rezultat Artina doczekal sie
wielu uogolnien.

Niech A bedzie piersciniem przemiennym z jedynka, w ktérym 2 jest elementem odwracalnym. Pod-
zbiér M C A nazywamy modutem kwadratowym jezeli M +M C M, a>M C M dla wszelkich a € A,
oraz 1 € M. 7 kolei preporzadkiem nazywamy podzbiér T' C A taki, ze T +T C T, TT C T oraz
a’? € T dla wszelkich a € A. Oczywiécie kazdy preporzadek jest modutem kwadratowym. Porzadkiem
nazwiemy podzbiér P C A taki, ze P+ P C P, PP C PPU—-P = A, oraz PN —P jest idealem
pierwszym w A — widzimy, ze kazdy porzadek jest tez preporzadkiem.

Rozwazmy sytuacje, gdy A = R[zy,...,x,]. Niech S bedzie skoniczonym podzbiorem R[zy, ..., x,] i
zdefiniujmy zbidr semialgebraiczny wyznaczony przez S:

Ks={(x1,...,2,) € R" : g(x1,...,2,) > 0,9 € S}
oraz preporzadek wyznaczony przez S:
Ts={01g1+ ...+ OmGm :01,...,0m € XRx1, ..., 2% 91,...,9m € S,m € N},

gdzie YR[zy,. .., z,]* oznacza zbiér wszystkich sum kwadratéw pierécienia R[z1, ..., z,]?. Nastepujace
twierdzenie, pochodzace od Stengle’a, jest przyktadem rezultatu o umownej nazwie “positivstellensatz”:
niech f € Rlxy, ..., z,)*. Wowczas:

(1) f > 0 na zbiorze Kg < istnieja p,q € T takie, ze pf =1+ ¢;
(2) f > 0 na zbiorze Kg < istnieja m € N oraz p, ¢ € Ty takie, ze pf = f>™ + ¢;
(3) f = 0 na zbiorze Kg < istnieje m € N takie, ze —f?™ € T.

Zauwazmy, ze w szczegOlnym przypadku, gdy S = (), cze$é (2) twierdzenia jest réwnowaznym sformuto-
waniem 17-tego problemu Hilberta.

Pojecia takie jak dodatnio$¢, moduty kwadratowe, zbiory semialgebraiczne, porzadki oraz klasyczne
twierdzenia takie, jak “positivstellensatz” weszly juz na state do kanonu rzeczywistej geometrii alge-
braicznej i zdazyly doczekaé sie szeregu uogoélnien. Dziatem rzeczywistej geometrii algebraicznej, ktory
szczegblnie zywiotowo rozwija sie od ostatnich 2-3 lat jest tzw. nieprzemienna geometria rzeczywista, w
ktorej prowadzone sg proby wprowadzenia uogoélnien klasycznych rezultatow geometrii rzeczywistej na
przypadek, gdzie A jest pierécieniem nieprzemiennym. Sytuacja, w ktérej A jest x—algebra jest szcze-
golnie wazna i byta ostatnio badana m.in. przez profesora Konrada Schmiidgena z Lipska.

Celem pracy bedzie szczegétowe przestudiowanie artykutu [2] i zreferowanie jej gtéwnego twierdzenia,
jakim jest wersja “positivstellensatz” dla x—algebr. W tym celu konieczne bedzie tez zaznajomienie sie
z praca przegladowa [1]. Temat adresowany jest do studentéw wszystkich specjalnosci. Autor wyjatkowo
dobrej pracy magisterskiej zainteresowany nieprzemienng geometrig rzeczywistg miatby szanse rozwi-
jania swoich zainteresowan w osrodkach matematycznych w Stowenii (w Ljubljanie), w Niemczech (w
Lipsku), w Stanach Zjednoczonych (w Pasadenie, w San Diego, w Santa Barbara), czy tez w Kanadzie
(w Saskatoon).
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3. WALUACJE NA CENTRALNYCH ALGEBRACH PROSTYCH

Klasyczna teoria waluacji zajmuje si¢ waluacjami cial, czyli funkcjami v : k — [' U {00}, gdzie k jest

pewnym ciatem, a I' uporzadkowana grupa abelowa, ktére spetniajg nastepujace warunki:

(1) v(a) = oo wtedy i tylko wtedy gdy a = 0,

(2) v(ab) = v(a) + v(b),

(3) v(a+b) > min{v(a),v(b)}.
Zmanym wszystkim przyktadem waluacji jest waluacja p—adyczna ciata Q. Centralnym problemem teorii
waluacji jest zagadnienie rozszerzania waluacji, a wiec opis waluacji ciata K, ktore jest rozszerzeniem
ciata k, K O k, w oparciu o charakteryzacje waluacji ciata k.

Strukturami algbraicznymi ogélniejszymi niz ciata sg algebry — przypomnijmy, ze jesli R jest pier-
Scieniem, to R—algebra nazywamy pierscien A taki, ze (A, +) jest (lewym) unitarnym R—modulem,
oraz k(ab) = (ka)b = a(kb) dla wszelkich k € R oraz a,b € A. R—algebra A, ktéra dodatkowo jest
pierscieniem z dzieleniem nazywana jest algebrg z dzieleniem, za$ jezeli spetnia warunek RA # 0 i nie
zawiera wlasciwych podmodutéw, to nazywana jest algebrag prosta. Na koniec k—algebre A nazywamy
centralng algebra prosta jesli k jest cialem, A jest k—algebra prosta, oraz centrum A réwne jest
doktadnie ciatu k. Odnotujmy tu, ze klasyczna teoria algebr zajmuje sie¢ specjalnym przypadkiem, w
ktorym pierécien R jest cialem. W takim wtlasnie klasycznym ujeciu zbudowato w potowie lat 40-tych
XX wieku teorie waluacji dla algebr z dzieleniem: dla danej algebry D mozna zdefiniowaé¢ waluacje jako
rozszerzenia waluacji okreslonych nad centrum F' algebry D (F jest tu ciatlem). Klasyczne sa tu trzy
twierdzenia:

(1) pochodzace od Schillinga [3], orzekajace, ze jesli waluacja v ciala F' jest henselowska, to ma
doktadnie jedno rozszerzenie do waluacji algebry D,

(2) pochodzace od Ershova [1] i Wadswortha [5], podajace warunek konieczny i wystarczajacy na to,
aby dang waluacje ciata F' dato sie rozszerzy¢ na D,

(3) pochodzace od Morandiego [2] i podajace alternatywny warunek do warunku Ershova-Wadswortha.

W badaniach prowadzonych ostatnio przez profesorow Jeana-Pierre’a Tignola z Louvain-la-Neuve oraz
Adriana Wadswortha z San Diego skupiono si¢ na rozszerzeniu teorii waluacji na algebrach z dzieleniem
na przypadek centralnych algebr prostych. Celem pracy bedzie przestudiowanie najnowszej pracy Tignola
i Wadswortha [4] i przedstawienie analogonéw twierdzen (1)-(3) dla centralnych algebr prostych. Temat
adresowany jest do studentéw wszystkich specjalnosci. Autor szczegdlnie wartosciowej pracy magister-
skiej miatby potencjalna szanse¢ rozwijania swoich zainteresowan w jednym z o$rodkéw matematycznych
w Belgii (w Louvain-de-Neuve), w Wielkiej Brytanii (w Newcastle), w Irlandii (w Dublinie), w Stanach
Zjednoczonych (w San Diego, w Albuquerque), czy tez w Kanadzie (w Kingston).
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4. PIERSCIENIE WIERNIE KWADRATOWE

Jak wiadomo, przy pewnych ogélnych zatozeniach formy kwadratowe mozna diagonalizowac — a zatem
badajac teori¢ form kwadratowych mozna ograniczy¢ si¢ do form diagonalnych ¢(xy,. .., z,) = a12? +
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...+ a,x?, ktére bedziemy prosto zapisywac jako ¢ = (ay, ..., a,). W szczegdlnym przypadku, w ktérym
rozpatrujemy formy kwadratowe ¢ i ¢ nad ciatem liczb rzeczywistych, kryterium Sylvestera orzeka, ze
¢ = Y wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ oraz i) majg takie same wymiary i sygnatury. Rezultat ten jest
podstawg do zdefiniowania tzw. zredukowanej teorii form kwadratowych nad cialami uporzagdkowanymi,
w ktorej kryterium Sylvestera przyjete jest jako definicja izometrii form kwadratowych.

Dokladniej, porzadkiem w ciele k nazywamy zbior P (ktéry mozemy utozsamiaé ze zbiorem elementér
nieujemnych) taki, ze P+ P C P, PP C P, PU—P = k oraz PN —P = {0}. Sygnature sgnp¢ formy
¢ = (ay,...,a,) wzgledem porzadku P definiujemy jako r6znice miedzy liczba tych elementéw ay, . . ., a,,
ktore nalezg do P, a tych, ktére nie nalezg — jezeli oznaczymy przez X, zbior wszystkich porzadkéw ciata
k, to w zredukowanej teorii form kwadratowych zdefiniujemy dwie formy tego samego wymiaru ¢ i ¥
jako izometryczne, jesli sgnpp = sgnpt) dla wszelkich P € X;.

Zdefiniujmy grupe Gy, = k*/(2k?)* klas sum kwadratéw ciala k. Pare (X}, G),) nazywamy przestrze-
nig porzadkéw ciata k. Badanie zredukowanej teorii form kwadratowych rownowazne jest badaniu
przestrzeni porzadkow ciata k, w ktoérej wtasnosci arytmetyczne ciata k£ ttumacza si¢ na wtasnosci aryt-
metyczne grupy Gi. Od lat 70-tych XX wieku prowadzone sa proby wprowadzenia aksjomatycznej teorii
przestrzeni porzadkow — owocem tych prob jest stworzenie teorii abstrakcyjnych przestrzeni porzadkéw
przez profesora Murraya Marshalla oraz teorii zredukowanych grup specjalnych przez profesoréw Ma-
xa Dickmanna i Francisco Miraglie. Obydwie te teorie doczekaty sie licznych rozwinieé i uogoélnien, w
szczegblnosci uogdlnien na teorie form kwadratowych nad pierscieniami, niekoniecznie za$ nad ciatami.

W ostatniej pracy Dickmanna i Miraglii [1] rozwazana jest szeroka i bardzo ogdlna klasa pierscieni
nazwana przez autorow pierscieniami wiernie kwadratowymi. Dla takiej klasy pierscieni zbudowana jest
wersja zredukowanej teorii form kwadratowych, a nastepnie pokazane jest, w jaki sposob teoria ta moze
zosta¢ zaksjomatyzowana w jezyku zredukowanych grup specjalnych.

Celem pracy bedzie szczegblowe przestudiowanie artykuty [1] i zreferowanie opublikowanych tam re-
zultatow. Temat adresowany jest do studentow wszystkich specjalnosci, cho¢ nalezy pamietac, ze praca w
tematyce form kwadratowych bedzie wymagala opanowania dos¢ zaawansowanego aparatu pojeciowego.
Autor bardzo dobrej pracy magisterskiej mialby szanse rozwija¢ swoje zainteresowania w placowkach
naukowych we Francji (w Paryzu), w Wielkiej Brytanii (w Manchester), w Irlandii (w Dublinie), czy tez
w Brazylii (w Sao Paulo).
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5. WIELOMIANY DODATNIE NA ZWARTYCH ZBIORACH SEMIALGEBRAICZNYCH

17-ty problem Hilberta, o ktorym wspominamy takze w innych proponowanych tematach, pyta, czy
prawda jest, ze jezeli wielomian f € Rz, ..., z,| przyjmuje nieujemne wartosci, to jest suma kwadratow
funkcji wymiernych. Pozytywna odpowiedz na powyzsze pytanie zostala udzielona w 1927 roku przez
Artina, za$ samo twierdzenie jest od tego czasu nieustannie uogélniane we wszelkich mozliwych kierun-
kach — w szczegdlnos$ci mozna sie zastanawiac, co si¢ stanie, jesli warunek “f > 07 zastapi¢ warunkiem
“f > 0 na pewnym zbiorze”.
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Wprowadzmy kilka oznaczen. Niech A = R[zy,...,z,]. Niech S bedzie skonczonym podzbiorem
Rlzy,...,z,] i zdefiniujmy zbiér semialgebraiczny wyznaczony przez S:

Kg={(x1,...,2,) € R" : g(x1,...,2,) > 0,9 € S}
oraz preporzadek wyznaczony przez S:
Ts={01g1+ ...+ OmGm : 01,...,0m € XR[z1, ..., 2] 91, .., gm € S,m € N},

gdzie XR[zy, ..., 1,)? oznacza zbiér wszystkich sum kwadratéow pierécienia R[zy, ..., x,]*. Prawdziwe sg
nastepujace dwa klasyczne twierdzenia:

(1) twierdzenie Schmiidgena, orzekajace, ze jesli Kg jest zbiorem zwartym oraz f > 0 na Kg, to
wowcezas [ € T, oraz

(2) twierdzenie Putinara, powiadajace, ze przy pewnych zalozeniach o Kg silniejszych niz zwartos¢,
warunek f > 0 na Kg pociaga, ze f = og+01g1+...+0sgs, Przy czym oy, . .., 05 € Rlzy, ..., x,],
oraz S ={g1,...,9s}

W badaniach prowadzonych przez profesor Vicki Powers z Atlanty pokazano, ze obydwa te twierdze-
nia sg szczegbdlnym przypadkiem ogolniejszych testéow dodatniosci, zwanych przez autorke certyfikatami
dodatnioéci. Celem pracy bedzie przestudiowanie pracy [2] i szczegélowe omodwienie zawartych w niej
rezultatow. Temat adresowany jest do studentéw wszystkich specjalnodci. Autor wyrdzniajacej sie pracy
magisterskiej] moze mie¢ nadzieje na rozwijanie swoich zainteresowan w jednym z osrodkéw matema-
tycznych zajmujacych sie podobna tematyka w Stowenii (w Ljubljanie), w Niemczech (w Konstancji,
w Passau, w Paderborn), w Wielkiej Brytanii (w Manchester), w Kanadzie (w Saskatoon), czy tez w
Stanach Zjednoczonych (w Atlancie, w Santa Barbara, w San Diego).
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6. GRUPY WITTA GRASSMANNIANOW

Niech £ bedzie ciatem charakterystyki roznej od 2. Przestrzen dwuliniowa M nad ciatem k nazywamy
przestrzenia metaboliczna, jezeli

M~=PpP L. 1P,

gdzie Py, ..., P, sa ptaszczyznami symetrycznymi, a symbol L oznacza sume prostg ortogonalng. Dwie
przestrzenie dwuliniowe U i V nazwiemy podobnymi w sensie Witta, jezeli istnieja przestrzenie
metaboliczne M; i M, takie, ze

My LU=M, LV

Okazuje sig, ze relacja ta jest relacja rownowaznosciowa — wobec tego mozemy rozwazac jej klasy row-
nowaznosci, ktéore nazywaé bedziemy klasami podobienstwa przestrzeni U i oznaczaé¢ przez < U >.
Jezeli A jest macierza U w pewnej bazie, to bedziemy tez pisa¢ < A >, za$ jesli A jest macierza diago-
nalng o wyrazach aq,...,a,, bedziemy po prostu pisali < ay,...,a, >. Jesli na klasach podobienstwa
wprowadzimy operacje dodawania wzorem:

<V>hd<U>=<V LU >,
to otrzymamy grupe, ktora nazywac¢ bedziemy grupa Witta ciata k.
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Grupa Witta jest pierwszym z przyktadéw K —funktorow, ktérymi zajmuje si¢ algebraiczna K —teoria.
Takie og6lniejsze spojrzenie na grupy Witta pozwala zdefiniowa¢ grupy Witta pierscieni, rozmaitosci al-
gebraicznych, czy, ogdlnie, schematow, w szczegdlnosci rozmaitosci Grassmanna zwanych tez grassman-
nianami. Cho¢ grupy Witta schematow zostaly zdefiniowane juz kilkadziesiat lat temu, a grassmanniany
sg klasycznymi obiektami badanymi w geometrii algebraicznej, dopiero w ostatnich latach udato si¢
opracowa¢ narzedzia, dzieki ktorym mozliwe stato sie obliczenie grup Witta grassmannianéw: we wspol-
czesnym ujeciu obliczanie grupy Witta (czyli K —teorii, lub kohomologii, lub grup Chow) rozmaitosci
komoérkowych (ktérych szezegdlnym przypadkiem sa grassmanniany) opiera sie na czterech gltéwnych
filarach:

(1) dtugim dokladnym ciagu lokalizacyjnym dla kohomologii rozpatrywanego schematu,
(2) twierdzeniu o dévissazach,

(3) niezmienniczos$ci homotopijnej,

(4) rozszczepianiu dtugich doktadnych ciagéw lokalizacyjnych w pewien specjalny sposéb.

Celem pracy bedzie przestudiowanie artykutu [1] i przedstawienie obliczenia grup Witta rozmaitosci
Grassmanna. Konieczne bedzie tez opanowanie i przedstawienie zaawansowanego aparatu pojeciowego
potrzebnego do zrozumienia dyskutowanej problematyki. Temat adresowany jest do studentéw sekcji
teoretycznej. Autor dobrej pracy magisterskiej miatby potencjalng szanse dalszego rozwoju w osrodkach
matematycznych w Rosji (w Sankt Petersburgu), w Niemczech (w Monachium, w Regensburgu), we
Francji (w Paryzu, w Lens), w Wiekiej Brytanii (w Cambridge, w Oxford, w Nothingham), w Irlandii
(w Dublinie), w Stanach Zjednoczonych (w Los Angeles, w Evanston, w Princeton, w Berkeley, w Santa
Barbara), czy w Kanadzie (w London).
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